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PRESENTACIO

Tot i que d titol pugui indicar-ho o suggerir-ho, no he pretés, ni de bon tros, fer una analis exhaustiva
de I’ensenyament de la geometria a secundaria, sind que he tractat d oferir idees per a la reflexio i
exemples per a trebal al’aula.

M’ he centrat sobretot en els aspectes de I’ ensenyament de la geometriaa I’ ESO, pel fet que és on més
mancances pot tenir € professorat que va cursar estudis secundaris de BUP i COU, que no ha tingut
una formacié geometrica classica que €s més veterans, procedents de plans antics, si que hem tingut.
En canvi, només entraré d’ esquitllentes en els aspectes didactics de I’ ensenyament de la geometria
andliticai de la trigonometria plana. En aguests dos casos, es tracta de temes molt treballats per una
gran mgjoriadd professorat, com a dumnes i com a professors, i, per aixod mateix, és on hi ha menys
mancances.

Tots ds qui portem uns quants anys fent de professors sabem fins on ha pogut arribar |"empobriment
dels coneixements, dels métodes i de la imaginaci6 geométrica en moltes generacions d' aumnes.
Quantes vegades no ens hem trobat amb estudiants que estan acabant €ls seus estudis de secundaria i
que, tot i tenir una clara vocacio cientifica o técnica, no han sabut “veure’, ni imaginar, ni fer un
croquis d’un smple tetraedre? O d'un con inscrit en una esfera? O no han sabut tragar les altures en un
triangle obtusangle?

Aquest llast en la formaci6 de molts estudiants de secundaria és e que m'ha portat a triar la geometria
per a aguesta publicacio. Lamentablement s havia convertit en e parent pobre de les matematiques. Es
clar, doncs, que hi haforga cami arecorrer i forca feina afer, només espero contribuir-hi modestament.

El Ilibre consta de sis capitols, de tres annexos i d’ un apéndix. En € primer capitol es fa una breu
analis de la situacio actual de la geometria a secundaria. En € segon, es revisen alguns aspectes del
marc teoric del seu ensenyament. Els capitols tres, quatrei cinc tracten, respectivament, de la geometria
plana, de la geometriade I'espai i d'areesi volums. En € capitol sis, S agrupen quatre temes diferents
de forma més breu: els moviments en d pla, la trigonometria, les relacions entre la geometriai I’ algebra
i la historia de la geometria. En els annexos, shi pot trobar una introduccié a programa
Cabri-Géometre, les solucions comentades dels problemes i exercicis proposats i un resum, amb
il-lustracions, del problema de les pavimentacions poligonals del pla. L'apendix, a carrec d Antoni
Cuenca, tracta de la geometria dels formats del paper i d’ adgunes construccions a base de doblecs.

Tots ds capitols inclouen exercicis que € lector pot desenvolupar per tenir una visié més aprofundida
de les propostes fetes i alguns problemes de geometria classica les resolucions dels quals es poden
trobar a I’annex 2; ds capitols tres, quatre, cinc i sis inclouen també exemples concrets per a treball a
I’ aula, experimentats personalment, amb comentaris per ala seva aplicacio.

Cal afegir que €s continguts del llibre han servit de base per a cursos de formacio del professorat
impartits al’ Institut de Ciéncies de I’ Educacio de la Universitat Politécnica de Catalunya.

Finalment, vull deixar constancia del meu agraiment a la Montserrat Ferret, que ha tingut la paciéencia
de corregir i revisar tot d text, a I’Antoni Cuenca que ha fet un exd-lent apéndix i especidment a
I'Egter Casellas -incansable, eficagi sempre disposada a escoltar idees i a suggerir-ne de noves-, que ha
estat la persona que de més a prop ha seguit lafeina que he fet.



1. PUNT DE PARTIDA: BREU ANALISI DE LA
SITUACIO ACTUAL

En agquest capitol es fa una ullada rapida a la situacio de I’ ensenyament de la geometria en els Ultims
anys.

1.1. L’'EXPERIENCIA PERSONAL

Tots els experts coincideixen a dir que €ls docents, conscientment o no, tenen la inevitable tendencia a
reproduir el sistema sota el qual han apres. Cal parar atencio, doncs, ni que sigui breument, a alo que
S'ha rebut com a alumne. Si es volen fer canvis caldra ser conscient d'aquesta "heréncia’ i a aixo
respon aguesta seccio.

Us convido, doncs, afer una breu introspeccid i aretornar ales aules on vau estudiar tantsi tants anys,
de priméria a secundariai ala universitat. Quina geometria us van ensenyar? Com us la van ensenyar?
A partir de I'experiencia? De forma deductiva o inductiva? Els vostres professors la consideraven
important? | vosatres, us hi sentieu motivats? Qué heu hagut d'aprendre pel vostre compte? Quins
instruments i materials auxiliars féleu servir per trebalar la geometria? Com us sentieu amb la
geometria? | €ls vostres companys, qué en pensaven?

Per part meva, recordo la geometria a primaria amb forca delit. També recordo la geometria del
batxillerat, molt a la vora dels Elements d Euclides, com un plat una mica més aspre. Aquella
geometria no era gaire popular entre el's estudiants, no me' n considero una mostra significativa, ja que,
finaAment, vaig acabar estudiant exactes. A secundaria, els meus professors em van ensenyar una
geometria de caire deductiu, molt rigida, excel lent com a escola del rigor, perd més aviat desencisadora
i molt allunyada de laimaginacid i de la magia que també son imprescindibles en matematiques.

1.2. ELS DOCENTS ACTUALS

Aquesta no sera, sens dubte, I’ experiencia de molts docents més joves. Durant més de vint anys, la
geometria va tenir un paper absolutament margina a secundaria. La geometria d'Euclides, en ser
considerada com una branca morta i acabada de les matematiques, va desaparéixer dels plans d'estudi,
es podriadir que va ser devorada per I'algebra.

Malauradament, molts mestres de primaria van ser també “victimes’ d'aguest procési I’ tnic reducte en
els antics plans d’estudi on encara hi havia geometria de la “de sempre”, tampoc no va poder superar
I’onada descomunal de I’algebra. A més, € fenomen es nodria a S mateix, ja que molts docents, en
sentir-se incomodes amb s capitols de geometria que no dominaven, €ls anaven deixant de banda o bé
per al final de curs. | aixd ja sabem tots com acaba: poca geometriai feta a corre-cuita.

Ara mateix, es presenten dos problemes fonamentals pel que fa a la formacié del professorat de
matematiques: d’una banda, hi ha molts docents de primaria i de secundaria que, com ja s ha dit, han
estat victimes d'aquests vint anys sense geometria i que, en consequéncia, poden tenir agunes
mancances de formacio; d' altra banda, la preponderancia dels métodes deductius sobre els inductius en



I'ensenyament de les matematiques -en aguest cas no des de fa vint anys, siné des de sempre- fa que la
geometria experimental o cientifica no estigui reconeguda o que no es conegui prou bé.

De tota manera, també va a dir que la situacié és forca heterogénia. Encara som molts els qui vam
estudiar amb Euclides o €ls qui, persondment, s han sentit atrets per la geometria sintética i que, a
marge dels plans d' estudi oficials, hi han dedicat molt de temps d’ ensenyament i d’ estudi.

1.3. ALUMNAT

| els alumnes, que esperen del professorat? Quina és la seva imatge preconcebuda de les matematiques i
del professorat de matematiques? Quina geometria estan esperant?

Si es para atenci6 alaimatge de les matematiques en €ls mitjans de comunicacio, es pot veure que ala
societat actual hi ha una accentuada tendéncia a confondre les matematiques amb |’aritmética i
I’algebra. Aixi, s un professor va a classe i comenca a practicar amb els aumnes segons quines
activitats de geometria experimental corre € risc que li diguin: “ah! avui no fem mates?’; o “ah! quina
sort, avui tocajugar!, o també, “profe, en aixo del dibuix no hi tinc tanta facilitat com amb les mates.”

El cert és, perd, que ara els dumnes accedeixen a secundaria de ben jovenets i malgrat les idees que
puguin dominar la societat, se'ls podra convencer amb relativa facilitat que la geometria forma part
intrinseca i essencia de les matematiquesi que n’ha estat i encara n’ és un dels seus principals motors.

1.4. ALGUNS EXEMPLES | ALGUNS RESULTATS DE PROVES EXTERNES

El coneixement de les competéncies geometriques assolides per I’'alumnat de secundaria des d’'una
perspectiva general és molt important per as professionals de I'ensenyament. Aquest coneixement
podra gjudar a decidir quines actuacions son prioritaries en laformacio de I’ alumnat.

Cal tenir certa cautela, perd, quan es comparen resultats de proves molt diverses i també quan es
comparen els resultats d una mateixa prova a paisos diferents. Efectivament, en els processos educatius
hi intervenen moltes variables i, a més, les proves només mesuren alguns dels aspectes de |’ assoliment
de |’ aprenentatge.

A continuacio, es presenten els resultats d'algunes proves d' avaluacié externa amb exemples dels
exercicisi dels problemes de geometria plantejats als alumnes.

1.4.1. Prova de la Inspeccié del 1995

Un indicador referent ales competéncies geométriques de I’aumnat de Catalunya € podem trobar ala
prova que la Inspeccié d Ensenyament va dur a terme I'any 1995 amb alumnat de 16 anys (hi van
participar 1433 aumnes d'ESO, de BUP i d'FP de centres publics i privats). A I'informe de la
Inspeccid, que no es vafer pablic fins’any 1998, es feien les observacionsinicials seglients:

1. Els continguts a que fa referencia la prova corresponen al curriculum de I'educacio
secundaria obligatoria

2. Versa sobre €s coneixements basics i instrumentals que son Utils en S mateixos i no només
per a continuar I’ aprenentatge de les matematiques |...]
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3. Es basa més en habilitats generals matematiques que no pas en continguts molt particulars.
4. Conté algunes quiestions obertes que permeten I’ explicacié dels aumnes.

Es pot pensar, doncs, que la prova es relaciona amb les competéncies basiques matematiques de
I’alumnat de secundaria de 16 anys. Tanmateix, amb |la perspectiva actual, sembla clar que anava una
mica més enlla de les competencies basiques tot i €ls propdsits inicias. Aquestes eren les parts de la
provareferents a geometriai mesura:

B) GEOMETRIA
5. En @ planol d'un solar rectangular observeu que la llargada i I'amplada son de 60 cm i 50 cm
respectivament. No han posat |’ escala d’ aquest planol. La superficie real del solar mesura 120 m?,
a) Calculeu la superficie ddl rectangle en € planol.
b) Calculeu larelacié entre la superficie real i la superficie en e planol.
) Quinaés|’escaade planol?
Indiqueu, sempre que calgui, les unitats emprades.

6. @ Quants cubs C caben a la figura A? b) Calculeu € volum de C; ¢) Caculeu € volum de la
figura A.

Gocm

|
: 2ecm
bt

-
-

12cm 2cm

cm

FIGURA A cuBcC

7. @) Calculeu les longituds AO i OM a la figura seglient. b) Si trobéssim |’ area del triangle petit
OMN, per quin nombre I"hauriem de multiplicar per ta de conéixer la de I'OAB? Raoneu la
resposta.

N 10cm

10cm




C) MESURA

8. Calculeu, aproximadament, |'area de la figura seglient s € costat del quadrat de referencia
mesura 1 cm.

A

1cm_|

lcm

9. Feu una estimacio de les mesures seguents:

a) La superficie d' una pista de basquet.
b) L’ aturad una casa amb entresol, tres pisosi un atic.
c) El diametre d’' una pilota de futbol.

Aquests son alguns dels resultats que es recallien al’informe:

1. Puntuacions globals dels alumnes

Puntuacio sobre 10 | Percentatge d’alumnes
0-2 37,9%

2-4 41,6%

4-6 15,3%

6-8 5,1%

8-10 0,1%

Aprovatsi suspesos
Menysde 5 88,8%
50 més 11,2%

2. Mitjanes per blocs

Blocstematics | Mitjanes sobre 10
Grafics 3,59
Raonament 3,18
Calcul 2,85
Mesura 2,61
Geometria 2,42
Probabilitat 1,63




3. Qualificacions mitjanes per exercicis amb distincié de I’'aumnat de BUP (només es recullen
les dades que corresponen als cinc exercicis presentats en aquesta secci):

NUm. de I’ exercici 5 6 7 8 9
MITJANES SOBRE 10 A 2n BUP 1,87 |3,61 (2,08 (3,45 (1,99
MITJANES GLOBALS SOBRE 10 (1,83 (3,58 (1,86 |3,10 |2,12

Certament, €ls resultats shan de considerar indicatius de les grans mancances en la formacié
geometrica de I’alumnat. S’ ha de constatar també que no s observaven diferéncies significatives en
funcié de la procedéncia de I’alumnat: tant els que procedien de 4t d'ESO, com els de BUP, com ds
d FP ho feien forca maament.

1.4.2. Proves de I'INCE del 1995

L any 1995, I'INCE (Ingtituto Naciona de Calidad y Evaluacion, organisme que depén del Ministerio
de Educacién y Ciencia) va dur aterme un estudi general sobre € sistema educatiu no universitari. Hi
van participar el MEC i les comunitats autonomes de Catalunya, Galicia, Navarra, Pais Basc, Valencia
i Canaries. L'estudi incloia un seguit de proves per avauar € rendiment educatiu en diverses arees.
Concretament, es van passar proves de comprensio lectora, de gramaticai literatura i de matematiques
a 20.642 dumnes de 14 anys de 8¢ dEGB i de 2n I'ESO i a 25.893 aumnes de 2n de BUP, de 2n
d FPLl i de 4t d ESO (la implantacié de la reforma educativa estava a mig fer i era diversa a I’ Estat

espanyal).

Les proves de matematiques per a dlumnes de 14 i de 16 anys constaven de 45 preguntes de tipus test
relacionades amb diversos aspectes del curriculum de I'area. Cadascuna de les preguntes es va
classificar des de dues dimensions. continguts i operacions cognitives. Els blocs de continguts
consideratsi €ls percentatges de preguntes de cada bloc eren el's seglients:

Blocs de continguts Per centatge de preguntes | Percentatge de preguntes
als 14 anys als 16 anys

Nombresi operacions 35% 25%

Mesura 20% 15%

Geometria 20% 20%

Estadisticai probabilitat 15% 25%

Algebrai funcions 10% 15%

Pel que fa ales operacions cognitives es tenia:

Operacio cognitiva Per centatge de preguntes | Percentatge de preguntes
als 14 anys als 16 anys

Conéxer 15% 15%

Emprar algorismesi 30% 20%

habilitats basiques

Emprar procediments 35% 35%

complexos

Resolucié de problemes 20% 30%




Es va establir una escala per presentar els resultats comuns as 14 i as 16 anys amb uns nivells de
referencia que estableixen un conjunt de coneixements, d'habilitats i de competéncies i es van poder
observar els nivells de millora entre les dues edats. Els resultats per blocs de continguts van ser els
seguents:

Blocs de continguts Percentatge d’encert als | Percentatge d’encert als
14 anys 16 anys

Nombresi operacions 46% 54%

Mesura 40% 39%

Geometria 44% 44%

Estadisticai probabilitat 44% 47%

Algebrai funcions 40% 60%

Una de les conclusions de I estudi va se que & 72% dels dumnes de 14 anys i € 62% dels alumnes de
16 anys no sabien resoldre problemes senzills relacionats amb la proporcionalitat i els percentatges, no
coneixien els cossos plans senzills ni les relacions entre el's seus elements i no sabien resoldre equacions
lineals senzilles.

Aquests son alguns exemples de les preguntes de contingut geométric amb els resultats que es van
obtenir.

Exemple 1: 14 anys
Un angle d’ un paral -lelogram mesura 40°. Quant mesuren els altres tres angles?

a) Tots 40°

b) Un 40°i els atres dos 150°

¢) Un 40°, un altre 100°i €l tercer 220°
d) Un 40°i cadascun dels atres dos 140°
€) Un 40°, un altre 120°i el tercer 200°

Només van donar |a resposta correcta d), € 19% dels alumnes. Es notable també el fet que la
resposta més freqiient va ser laa), amb un 42% de |’ alumnat.

Exemple 2: 14 anys

La publicitat d’'un diari té un cost proporciona al’area que ocupa. Si un anunci de 5 cm per
8 cm costa 2000 ptes, quant costara un dtre anunci de 6 cm per 10 cm?

a) 3.000 ptes.
b) 2.500 ptes.
) 2.400 ptes.
d) 2.000 ptes.
€) 4.000 ptes.

Van donar laresposta correctaa) € 48% dels alumnes.




Exemple 3: 16 anys

Quants centimetres quadrats de cartré es necessiten per construir una capsa, amb tapa, de
dimensions5cm, 6 cmi 10 cm?

5cm
6 cm
10cm
a) 140
b) 220
c) 250
d) 280
€) 300

Només van donar |a resposta correcta d), € 21% dels alumnes. Es notable també el fet que la
resposta més freqiient va ser la ), amb un 51% de I’ alumnat.

Exemple 4: 16 anys

Tenim 75 m de corda i I'enrotllem a voltant d’una llauna cilindrica de 10 cm de radi.
Quantes voltes donarem?

a) 119
b) 150
c) 110
d) 100
€) 200

Van donar la resposta correcta a), € 25% dels alumnes. La resposta més freglient va ser la
b), amb un 28% de I’alumnat.

El resum de resultats fet pablic contenia també un estudi per sexes i es concloia que €s nois eren
[leugerament millors en matematiques mentre que les noies eren millors en llengiies.

D’dtra banda, €ls resultats es van separar per comunitats autonomes i la premsa va publicar un
ranquing per comunitats referent a les arees i matéries estudiades. Catalunya no va sortir ben paradai,
particularment a matematiques, va quedar per sota de la mitjana estatal. El cert és que la implantacio
de la LOGSE era molt diversa a tot I'Estat i que no resultava gaire rigorés fer segons quines
comparacions. A més, a Catalunya es va criticar que les proves, en ser de resposta tancada, nomeés
mesuraven agunes de les competéncies de I’alumnat.

En qualseval cas, €ls resultats de matematiques i especialment de geometria eren clarament dolents, fins
i tot colpidors en alguns aspectes i van servir fins a cert punt per justificar la implantacié del nou
sistema educatiu.



1.4.3. Proves de I'INCE del 2000

L’any 2000, I'INCE va dur aterme I’ estudi Evaluacién de la educacion secundaria obligatoria 2000.
A les proves i questionaris hi van participar un total de 328 centres i 7486 alumnes de tot | Estat.
Concretament, Catalunya hi va prendre part amb 57 centres i 1333 alumnes de 4t d'ESO. Les arees
estudiades van ser: ciéncies naturals, ciencies socials, geografiai historia, llengua castellanaii literatura
i matematiques.

El conjunt de la prova de matematiques constava de 84 preguntes de tipus test amb quate o cinc
opcions de resposta relacionades amb diversos aspectes del curriculum de I’area i de quatre problemes
en queé ds alumnes havien d'exposar tot e procés de resolucié. Amb agquesta bateria de preguntes es
van elaborar quatre models de prova amb quinze preguntes comunes i un problema cadascuna. Cada
alumne tenia una hora i quinze minuts per fer la prova i respondre algunes preguntes referents a
metodologia, a I'Gs de materids i as procediments d'avaluacio observats a les classes de
matematiques.

Cadascuna de les preguntes es va classificar des de dues dimensions. continguts i operacions
cognitives. Els blocs de continguts considerats i els percentatges de preguntes de cada bloc eren els
seglients:

Blocs de continguts Nombre de preguntes | Percentatge
Nombresi operacions 35 42%
Mesura, estimaci6 i calcul de magnituds 18 21%
Representacio i organitzacio de I’ espai 9 11%
Interpretacio, representacio i tractament 22 26%
delainformacio i tractament de |’ atzar

Pel que fa ales operacions cognitives es tenia:

Operacio cognitiva Nombre de preguntes Per centatge

Coneixement 11 13%
Habilitats basiques 28 33%
Procediments complexos 19 23%
Resolucié de problemes 26 31%

El percentatge mitja d’ encerts a les preguntes de la prova va ser del 40%. Els resultats per blocs de
continguts van ser els seglients.

Blocs de continguts Per centatge d’encerts
Mitjana global 40%
Nombresi operacions 40%
Mesura, estimaci6 i calcul de magnituds 39%
Representacio i organitzacié de |’ espai 33%
Interpretacio, representacio i tractament 44%
delainformacio i tractament de |’ atzar

Les mancances en els aspectes referents a la formacié geométrica sdn especidment significatives. Va
la pena presentar-ho graficament:
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Resultats segons el tipus de contingut

70%

60%

Global Mesura Grafiques i probabilitat
Nombres i operacions Geometria

L’'informe de I'INCE inclou també I'estudi dels resultats segons € sexe dels dumnes i segons la
titularitat del centre: I'encert globa de les noies és del 38% i € dels nois ddl 42%; I'encert global de
I’alumnat de centres publics ésdel 38% i € dels centres privats del 44%.

A més de les preguntes de resposta tancada, €s alumnes havien de resoldre un problema en quinze
minuts. Dos dels problemes proposats eren de contingut geomeétric i €ls resultats obtinguts van ser els

seglients:

Problemamodelo A

Javier y Jos Luis han comprado cada uno un remo de 3 m. Los ascensores de cada casa tienen las
siguientes dimensiones:

En casade Javier: En casade Jos£ Luis:
Anchura 1,5 m Anchura 1,5 m
Profundidad: 2 m Profundidad: 1,5 m
Altura: 2m Altura: 2,2 m

¢Tendra alguno de elos que utilizar, necesariamente, otros medios distintos del ascensor para subir

el remo asu casa?
Explicae proceso seguido para resolver € problema.

Argumentacié i calculs correctes. 9%
Argumentaci6 incorrectai calculs incorrectes: 33%
Resposta en blanc: 23%
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Problemamodelo C

Sobre una cartulina blanca se dibujan dos circunferencias tangentes, de manera que una pase por €
centro de la otra. El circulo menor, que tiene un &rea de 9 cn?, se colorea de rojo.

¢Cud esd éareadelazonade circulo grande que queda en blanco?
Haz un gréafico y explicad proceso seguido parallegar ala solucién.
Argumentacié i calculs correctes. 4%

Argumentaci6 incorrectai calculs incorrectes: 52%
Resposta en blanc: 17%

El Departament d' Ensenyament i e Consell Superior d' Avaluacio del Sistema Educatiu van donar els
resultats especifics de Catalunya que, a diferencia dels del 1995, van ser superiors a la mitjana de
I’ Estat. Els resultats que es van fer publics son el's seglients:

Mitjanes percentuals de les mostres de Catalunya i estatal per continguts

70%

[ Mostra Catalunya
[ Mostra estatal

60%

50%
44%

40% 40%

40% —

30% —

20% —

10% —

0% =

Global Nombres i operacions Mesura Geometria

Les proves deixen forca clar que hi ha unes grans mancances en la formacié geométrica de I’adumnat.
A Catalunya, tot i que els resultats siguin lleugerament millors, també cal concloure que €s problemes
de formacié geométrica de I’'dumnat de 4t d'ESO sdn molt rellevants. S ha de constatar tambeé que a
les altres arees aval uades €ls resultats no son tan dolents ni de bon tros.

L’estudi per sexes sembla demostrar que encara hi ha un bon cami a fer en qliestions de distribucio de
rols socials als noisi ales noies.

L’'estudi dels resultats en funcié de la titularitat dels centres es pot interpretar de manera diversa.

Sembla, perd, que les diferéncies s haurien de relacionar amb la distribucié esbiaixada del nivell
socioeconomic de I’ alumnat entre unsi altres centres més que amb qualsevol altre factor.
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Les conclusions referents a les variables de context sembla que certifiquen també que € nivell
socioeconomic de les families és determinant.

1.4.4. Les proves de competencies basiques als 10 anys

Els primers indicadors externs especifics relatius a les competéncies basiques que pot haver assolit
I’alumnat es van fer pablics € curs 2001-2002 i es refereixen a les proves fetes a Catalunya I’ any 2000
al’aumnat de 4t de primaria (10 anys). Des de la perspectiva de I’ area de matematiques, els resultats
no es poden considerar bons. només un 63,3% de I'dumnat assoleix les competéncies basiques en
matematiques.

Aquests son els resultats que es van fer publics € 2002:

Competéncies avaluades de I’ambit matematic el curs 2000-2001 Percentatge d’alumnes
gue assoleix la
competéncia

Mitjana global 63,3

M1e Aplicar el coneixement del sistema de numeracié decimal i de les
operacions per comparar, relacionar nombres i operar amb rapidesa,
buscant segons la situaci6 un resultat exacte o aproximat:

— Calcul exacte amb temps controlat. 41
— Calcul exacte amb temps no controlat. 54
— Calcul aproximat. 73

M2e Utilitzar les técniques i convencions de la representacié geomeétrica 70
bidimensional, en particular compondre i descompondre formes
geometriques complexes a partir de formes simples.

M3e Emprar amb criteri les unitats de mesura. 78
M4e Usar amb propietat instruments i técniques per dibuixar, mesurar i 59
calcular, quan sigui necessatri.

M5e Planificar i seguir alguna estratégia per resoldre un problema i 53

modificar-la, si no és prou eficag.
M6e Usar i interpretar llenguatge matematic com ara xifres, signes i
altres representacions grafiques o dibuixos per descriure fenomens

quotidians:
— Dibuix. 92
— Grafic. 73
— Xifres. 51
M7e Interpretar la funcié que fan els nombres quan apareixen en un 75

context real (expressar quantitat, identificacio, temps, mesura, intervals) i
usar-los d'acord amb les seves caracteristiques.

L’ambit de matematiques és e que obté s pitjors resultats entre tots els ambits avaluats (la mitjana
globa és d'un 71,7% d'alumnes que assoleixen les competéncies basiques; i sense comptar |I'ambit
matematic la mitjana és d'un 73,3%). Es pot adduir, certament, que a les proves de I'INCE de
1995-1996 i a proves internacionds, I'area de matematiques també és la que obté pitjors resultats.
Tanmateix, les diferéncies no son tan marcades com en les proves fetes a casa nostra.

En la vaoraci6 dels resultats en I'ambit matematic que feia e Departament d’ Ensenyament,
S esmentava: “De manera genera cal advertir que en estudis internacionals com ara e TIMSS (Third
Internacional Mathematics and Science Study), redlitzat I'any 1995, es constaten les mateixes
dificultats en matematiques que ha tingut I'alumnat de Catalunya’. S ha de tenir en compte, pero, que
aquest estudi anava més enlla de les competencies basiques en matematiques i se centrava en molts
aspectes del curriculum de I’ area. D’ dtra banda, s ha de recordar també que €ls resultats obtinguts per
I’Estat espanyol a les proves TIMSS van ser més aviat lamentables: va ocupar la 32a posicié de 39
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paisos en laprova de 7€ i la 31a posicio de 41 paisos en la de 86 No sembla, doncs, gaire adequat fer
esment dels resultats en aguestes proves per amagar uns resultats que s haurien de considerar forca
fluixosi decebedors.

Si ens centrem en els resultats que tenen a veure amb les competéncies geomeétriques (M 2¢ Utilitzar les
tecniques i convencions de la representacio geométrica bidimensional, en particular compondre i
descompondre formes geometriques complexes a partir de formes simples; M3+ Emprar amb criteri les
unitats de mesura i M4s Usar amb propietat instruments i tecniques per dibuixar, mesurar i calcular,
guan sigui necessari.), €ls dumnes obtenen una mitjana del 69% d'éxit. Aixd sembla indicar que €
deficit tradicional en geometria es podria estar corregint (ales proves INCE de 1995 i de 2000 els blocs
de geometriai de mesura eren els que sortien més mal parats). Caldra esperar, pero, a tenir més dades
per poder certificar aguesta tendéncia i caldra veure també s la millora en geometria no es fa a costa
d atres blocs tematics, especidment s tenim en compte € magre nombre d hores que s han dedicat a
les matematiques en € periode d'implantacié de la LOGSE. Sigui com sigui, és evident que €s
resultats no es poden considerar bons i que ja as 10 anys un sector molt important de I’adumnat té
greus problemes de formacié geométrica

1.4.5. Les proves de competéncies basiques als 14 anys de I’'any 2001

El curs 2001-2002 es van fer les proves de competéncies basiques per a aumnes de 14 anys a tots els
centres de Catalunya. El Consell Superior d’ Avaluacio va redlitzar I’ aplicacié externa de les proves a
una mostra representativa dels centres d'educacio secundaria de Catalunya. La mostra estava
congtituida per 3.329 aumnes de 2n curs d’ ESO procedents de 125 centres. Aquest centres es van
seleccionar de manera aleatoriai proporciona ala poblacié d escoles existents per delegacio territorial
perqué fos possible estudiar els resultats de la mostra agrupant els centres per habitat (nombre
d habitants de les localitats on estan ubicats els centres) i d’acord amb € nivell socioeconomic baix,
mitja o at (en una proporcié del 20%, 60% i 20%, respectivament) en els estrats de poblacio
corresponents a més de 100.000 habitantsi d’ entre 10.000 i 100.000 habitants.

Novament ca fer un exercici de prudencia a I’hora de vaorar els resultats fets publics. Només la
perspectiva d’ un bon grapat de proves i de cursos permetra fer analisis més acurades. Amb tot, és
evident que aquestes proves, malgrat les mancances que hagin pogut tenir, proporcionen informacio del
maxim interes.

Els resultats publicats referents al’ ambit matematic van ser els seglients:

COMPETENCIES DE L’AMBIT MATEMATIC Percentatge d’alumnes que
assoleixen la competéncia
Criteri A Criteri B

M1

Aplicar el coneixement del sistema de numeracié decimal i de

les operacions per comparar, relacionar nombres i operar amb 49 60

rapidesa, buscant segons la situaci6 un resultat exacte o

aproximat.

M3

Emprar amb precisid i criteri les unitats de mesura. o4 8

M4

Usar amb propietat instruments i técniques per dibuixar, 60 87

mesurar i calcular.

M5

Planificar i seguir estrategies de resolucié de problemes i 50 68

modificar-les si no es mostren prou eficaces.
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COMPETENCIES DE L'AMBIT MATEMATIC Percentatge d’alumnes que

assoleixen la competéncia

Criteri A Criteri B

M6b

Usar i interpretar llenguatge matematic (representacions 69 91
grafiques) per descriure fenomens habituals.

M7

Interpretar la funcié que fan els nombres quan apareixen en un 50 67
context real (expressar quantitat, identificacid, temps, mesura,

intervals) i usar-los d’acord amb les seves caracteristiques.

M8

Reconeéixer i interpretar graficament relacions senzilles de 67 82

dependencia funcional existents entre conjunts de dades d'Us
quotidia, en particular en casos de proporcionalitat directa.

Els percentatges d'exit que es recullen a la taula anterior fan referéncia a dos criteris de superacio.
Convé recordar que, iniciament, es va fixar un criteri de superacio (criteri A) i que, després, en €
document de presentaci6 de resultats, es va fer piblic també un criteri suplementari (criteri B). Aquests
son els dos criteris:

» Criteri A. Assoliment de la competéncia de manera consistent, que correspon a la superacio
del 65% dels items que s hi refereixen.

* Criteri B. Assoliment de la competéncia de manera suficient, que correspon ala superacio del
50% dels items que s hi refereixen.

En relacio a aquesta qliestio es donen les justificacions seglients en € document de Sintesi de resultats:

“[...] Aixi mateix, I'analisi dels resultats posa de manifest que hi ha un nombre important
d'alumnes que obté puntuacions molt properes a les que s han fixat en el criteri de superacio
de la competencia. Es veu que |I’adopcio del criteri de superacio del 65% d' items equival al
gue en |’escala usual de 0 a 10 seria € 6,5 que, per tant, S se supera representa que es
posseeix la competéncia amb un grau notable. Es veu també que hi ha un gran nombre
d alumnes en la franja de superacié situada entre el 50% i el 65% dels items o, en altres
paraules, entre el 5i €l 6,5, la qual cosa equival en la practica d avaluacio usual a admetre
gue es posseeix la competéncia en un grau suficient.

L’ objectiu en acabar |’ensenyament obligatori és que tot I'alumnat arribi a assolir les
competéncies basiques amb un nivell alt de consolidaci6. L'avaluacio, pero, d aquestes
competéencies dos anys abans de finalitzar |’ etapa obligatoria porta a esperar uns resultats
més baixos en les proves, de manera que s han considerat dos nivells de superacié: € del
65% (A) i € ded 50% (B) dels items, representatius respectivament d’'un assoliment ja
consolidat i un assoliment acceptable en funcio de |’ edat dels alumnes.

Per aquest motiu, €ls resultats obtinguts en la mostra de centres on s han aplicat les proves
es presenten en dues columnes, corresponents als percentatges d alumnes que han superat
les competencies d’ acord amb els dos criteris assenyalats [ ...]"

El cert és que aquest canvi de criteri fet a posteriori no sembla gaire elegant. Cal emmarcar-lo, pero, en
la complexitat de tot un procés en € qua hi havia poca experiéncia prévia. Es probable també que hi
hagi influit lavoluntat de no presentar uns resultats massa catastrofics.

El mateix document recull amés, en un annex, els resultats referents a les competéncies avaluades amb
un nombre reduit ditems (cinc o menys). En € cas de matematiques aix0 corresponia a les
competéncies seglents:
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* Competéncies - Ambit matematic Percentatge de respostes correctes
1 2 3 4 5

M2
Utilitzar les tecniques i convencions i el llenguatge de la 18% | 32% | 30% | 12% | 3%
representacié geometrica per compondre i descompondre

formes geomeétriques complexes a partir de formes simples.

M6a
Usar i interpretar llenguatge matematic (dibuixos) per descriure | 39% | 25% | 18% | — -
fenomens habituals.

Mé6c 23% | 16% | 22% | 18% | -—
Usar i interpretar llenguatge matematic (signes) per descriure
fenomens habituals.

M9 29% | 8% 32% |- -
Comparar la factibilitat de fets aleatoris en situacions simples.

S'ha de constatar que la separacid d aquestes competéncies mesurades amb un nombre insuficient
d’items ha apartat dels resultats globals i del resum de premsa fet public un nombre considerable
d’ exercicis que van tenir resultats extremadament fluixos.

S ens fixem especificament en les competéncies relacionades amb la geometria (M2: Utilitzar les
técniques i convencions i € llenguatge de la representacié geométrica per compondre i descompondre
formes geométriques complexes a partir de formes simples;, M3: Emprar amb precisié i criteri les
unitats de mesura; M4: Usar amb propietat instruments i técniques per dibuixar, mesurar i calcular i
M6a: Usar i interpretar llenguatge matematic (dibuixos) per descriure fenomens habituals.), hem de
concloure que €els resultats revelen una situacié preocupant: un percentatge molt significatiu de
I’alumnat no té assolides les competéncies basiques de geometria als 14 anys.

El document Sintesi de resultats també presenta un interessant estudi dels resultats de cada
competéncia en relacié amb els factors habitat i nivell socioeconomic. A I'apartat d'andlis dels
resultats es diu e segiient:

“Hi ha hagut diferéncia de resultats segons | habitat on s ubiquen els centres. En general,
I’alumnat de poblacions de més de 100.000 habitants ha obtingut resultats més alts, tot i que
les diferéncies son poc significatives. Pel que fa a les diferéncies de resultats segons el nivell
socioeconomic de les zones on s ubiquen els centres, s’ han donat en totes les competéncies.”

El cert és que les diferencies entre € nivell socioecondmic at i € mitja no sdn gaire significatives. En
canvi, hi ha un sdt important (de 15 a 20 punts percentuals) quan es passa al nivell socioeconomic
baix. Es pot afirmar, doncs, que e nivell socioecondmic baix és determinant per a no assoliment de les
competéencies basiques en matematiquesi en geometria.

Es interessant recordar algunes de les activitats de la prova relacionades amb la geometria amb els
percentatges d’ exit que va obtenir I’alumnat de la mostra. Concretament, la competéncia M2 (Utilitzar
les teécniques i convencions i € llenguatge de la representacié geométrica per compondre i
descompondre formes geometriques complexes a partir de formes simples) es mesurava amb aquests
dos exercicis que comportaven un total de cinc items:

* S'indica per a cada competéncia el percentatge d alumnes que respon correctament cadascun dels items.
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ACTIVITAT 2

1. Un tetraedre regular és un poliedre que té quatre cares, cada una de les quals és un triangle
equilater.

Digueu s ds seglients conjunts de quatre triangles equilaters corresponen al desenvolupament pla
d un tetraedre o no:

a
|:| Si |:| No
Aquest apartat vatenir un 18% d encerts.
b.
|:| Si |:| No
Aquest apartat vatenir un 32% d encerts.
C.

|:|Sl’ |:|No

Aquest apartat vatenir un 30% d encerts
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ACTIVITAT 2

2. Es considera un cub com €l del dibuix.

Amb dotze cubs com aquest, es fala construccio segiient:

Algunes de les cares dels dotze cubs han quedat a |’ exterior i les altres, al’interior.

a. Quantes cares queden ala part exterior de la construcci6?

Aquest apartat vatenir un 12% d encerts

b. Quantes cares queden ala part interior de la construcci¢?

Aquest apartat vatenir un 3% d’ encerts

La competéncia M6a (Usar i interpretar llenguatge matematic (dibuixos) per descriure fenomens
habituals.) es mesurava amb aquestes tres activitats que comportaven un tota de tres items (I’ exercici
8.1 de I'activitat 8, que iniciament també havia de contribuir a mesurar aguesta competéncia, es va
haver de suprimir en comprovar-se que tenia errors de disseny):
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ACTIVITAT 6

Es disposa d’ un camp cultivable de forma rectangular. Les seves dimensions son de 50 m d’amplei
80 m dellarg.

50 m

A
A\ 4

80 m

1. Quants metres de tanca caldran, s esvol envoltar totalment?

Aquest apartat vatenir un 39% d encerts

ACTIVITAT 8

2. (LaMaria) També vol posar un armari ala seva habitacio. Per poder-ne planificar la col-locaci,
ha dibuixat un esquema de |” habitaci6 a escala 1:50.

N

Espai per a prestatges escala 1:50

Si la Maria vol aprofitar a maxim I'espai, i tenint en compte que la porta de I’ habitacié s'ha de
poder obrir completament, quina sera |’ amplada maxima de I’armari que s hi pot col locar?

Aquest apartat vatenir un 25% d’ encerts
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ACTIVITAT 10

En unes instal -lacions esportives hi ha dues piscines, una per a aprenents i |’ dtra per ala gent que
jasap nedar.

La piscina per aaprenentsté 10 m d’ample per 15 m dellarg. Lafondariaés d’ 1,20 m.

10m/

(el dibuix ésil -lustratiu, no és a escala)

15m

1. Quin és e volum, en metres cubics, de la piscina?

Aquest apartat vatenir un 18% d encerts

1.5. PRIMERES CONCLUSIONS

L’andlis dels resultats globals obtinguts per I'aumnat en aquestes proves i €ls resultats recollits en els
exemples concrets d activitats relacionades amb la geometria ens indiquen prou clarament que hi ha un
percentatge molt important d’alumnes amb greus mancances en la seva formacio. A més, és clar que €
problema no és nou: les proves que incloien alumnat del sistema educatiu anterior a la LOGSE ho
certifiquen.

Es cert que el problema és internaciona i que molts paisos desenvolupats tenen greus dificultats amb la
formacié geométrica i matematica dels seus ciutadans. S ha de reconéixer, pero, que a casa nostra ho
tenim pitjor, amb I’ agreujant, a més, que no es denuncia la gravetat de la situacio.

El repte de I'ensenyament i I’ aprenentatge de les competéncies matematiques és de gran dificultat i
afecta moltes persones arreu del mén. Sembla dificil d’ entendre que persones adultes amb una posicié
socia sense problemes, o fins i tot rellevant, no tinguin assolides les competéncies basiques
matematiques després de tots els anys d’ escolaritzacio. La contradicci6 és colpidora: d’'una banda, es
parla de la gran importancia de les matematiques i es fan servir les matematiques per seleccionar les
persones; d atra banda, tot i la certesa, demostrada en proves i avaluacions de tot tipus, que hi ha unes
mancances extremadament greus de formacié matematica, molts sectors socials, i finsi tot bona part de
les élitsi dels governants, no hi paren la més minima atencié. Aquestes dues cites de John Allen Paulos
a El hombre anumérico i d' Alan Bishop a Mateméticas y educacion. Retos y cambios desde una
per spectiva internacional apunten aquests problemes:
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“M’angoixa i m'afligeix una societat, la meva, que depén tant de les matematiques i de la
ciénciai que, tanmateix, sembla tan indiferent a|I’anumerisme i a I’ analfabetisme cientific de
molts dels seus ciutadans.” (John Allen Paulos, 1990)

“El problema radica en € fet que les matematiques s han convertit en una cosa tan
important en tots el's paisos desenvolupats del moén que la societat actual espera, en general,
gue a tots el's alumnes s’ |s ensenyi moltes matematiques.” (Alan Bishop, 2000)

L'analis dels resultats de les proves de competencies basiques als 14 anys en relacié a nivell
socioeconomic de I'alumnat posa en evidéncia que les capes socials més desafavorides concentren una
gran proporci6 d’alumnat amb greus mancances de formacié geométricai matematica.

Caldria, doncs, concentrar €l's esforgos en aquest sector de la poblacié. A més, s tenim en compte que,
com és sabut, els aumnes que provenen de sectors amb nivell socioeconomic baix es concentren en els
centres publics, s'ha de pensar que I’ administracio publica hi té€ una especial responsabilitat. No sembla
suficient afirmar que agquest és un problema coml a totes les competencies i seria interessant que
I’administracié educativa estudiés propostes i estratégies que permetessin la disminucié d’ aquestes
diferencies.

La cita seglent de Nuria Gorgorio i Alan Bishop a Matematicas y educacion. Retos y cambios desde
una perspectiva internacional apunta la necessitat de deixar de banda la imatge €dlitista de les
matematiques i democratitzar-les:

“9Sgui quin sigui e motiu pel qual la formacié matematica dels nostres alumnes s ha
convertit en un instrument de seleccio, superar la imatge €litista de la cultura matematica
representa un repte afegit per als professionals que estiguin convencuts de la necessitat
d'una educacié matematica per a tothom. D’altra banda, €l futur de la nostra societat depén
de la qualitat de I’ educaci6 que proporcionem als nostres alumnes. Segons el nostre parer,
un dels reptes més grans de la nostra comunitat professional consisteix a lluitar contra la
ignorancia i democratitzar €l coneixement matematic sense el qual una gran part dels
nostres joves es troben en franc desavantatge davant d'una societat que canvia
constantment.” (Naria Gorgorio i Alan Bishop, 2000)

No s ha de pensar, perd, que les greus mancances de formacio geométricai matematica nomes afecten
les capes socials de nivell socioecondmic baix. Es tracta d’un fenomen que pot afectar tot tipus de
persones. La cita seglient de Peter Hilton a Matematicas y educaciéon. Retos y cambios desde una
perspectiva internacional resulta esclaridora:

“Tot sovint, una dosi substancial d'aquesta pretesa educacié matematica condueix amb
massa freguiéncia al desgrat per la matéria i a la incompeténcia matematica, de manera que
una gran part dels adults, després de 12 anys lluitant amb |’ assignatura, només se senten
comodes amb les operacions basiques de I'aritmética elemental amb nombres naturals. A
més, aquest desgrat i la incompeténcia en la matéria afecten freqlientment persones sensibles
i intel ligents. Aquestes persones son propenses a fer publica la seva manca de coneixement
matematic com si fos una virtut positiva i contribueixen a crear |I'absurda Ilegenda que ser
analfabet matematic és digne d’encomi [...].” (Peter Hilton, 2000)

A tot aix0 s hi afegeix la tendencia a confondre les matematiques amb I’ aritméticai amb I’algebra, i a

atorgar un paper merament subsidiari i anecddtic ala geometria. No és estrany, doncs, que el's resultats
especifics en geometria siguin especiament dolents.
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Practicament tots els experts coincideixen a dir que la postergacio de la geometria en els programes
educatius de secundaria durant els anys setanta i vuitanta del segle XX va ser un greu error de
planificacié i que caia atorgar novament a la geometria sintética (o a la geometria métrica classica) i,
sobretot, a la geometria experimental un paper important en els processos d'ensenyament-aprenentatge.
Des de la implantacié dels nous programes educatius concretats ala LOGSE i encara amb |la propera
implantacié de la LOCE, sembla que es vol recuperar € paper de la geometria. Tanmateix, €ls
problemes de formacié no han desaparegut ni de bon tros.

La implantacio de la LOGSE va tenir com a aspectes positius una racionalitzacio dels programes amb
un clar retorn ala geometriai una manifesta voluntat de canvi metodologic. D’ altra banda, pero, també
va comportar aspectes clarament negatius com ara la disminucié del nombre d’' hores de matematiques,
ladisminuci6 del rigor i de |’ exigencia, i ladispersio dels centres d’ atencid de I’ dumnat.

En € sistema educatiu anterior ala LOGSE es disposava de més hores de matematiques i la diversitat
de I’alumnat no era tan elevada com ara. Els continguts curriculars, pero, no s gjustaven al’ assoliment
de les competéncies basiques en geometria. EI nombre d'aumnes per aula era molt elevat i la
metodologia del professorat tot sovint era molt classica i andloga a la de la universitat, amb classes
magistrals i poca o nul-la participacio de I'aumnat. El professorat pressuposava que els alumnes que
aprenien a calcular equacions de rectes perpendicular també sabrien, per exemple, resoldre problemes
de la vida quotidiana relacionats amb quiestions de geometria. Aixo, perd, no és cert i sense un treball
especific de les competéncies geometriques basiques, només una minoria estricta d’ alumnes és capag
d assolir-les pel seu compte.

Potser és d moment que ens preguntem per quée tenim uns resultats tan dolents en matematiques i en
geometria. Per qué els resultats a I'area de matematiques i en els blocs de geometria son
comparativament pitjors que els d'atres arees i d’altres blocs de continguts estudiats? Es tracta de
preguntes que no tenen una resposta trivial. Es, perd, estrictament necessari que ens les fem si volem
trobar solucions.

Cal apuntar com a possibles causes de la desafortunada situacié de I’ ensenyament i de | aprenentatge
de les matematiques i de la geometria a casa nostra el's factors seglients:

a) Les poques hores de formacié matematica que té I’ aumnat.

Des d'aguns sectors de I’ administracié es diu que aguest factor no és determinant. Es
diu també que es tracta més aviat de fixar-se en la metodologia i que cal treballar les
competencies matematiques des de les atres arees. El cert, pero, és que, amb €es
programes actuals, e professorat es veu obligat a fer matematiques amb pressa, la
qual cosa és una aberracio.

Només cal que recordar € cas del Regne Unit: arran dels resultats obtinguts en €
TIMSS (Third Internacional Mathematics and Science Study), tot i que van quedar,
respectivament, vuit i quatre llocs per sobre d' Espanya en la“classificacid” per paisos
referents a 7€ i 8¢, van decidir, entre d'atres coses i després d'un gran debat amb
forca resso, augmentar e nombre d hores de matematiques Doncs bé, a les proves
OCDE/PISA, després d'uns quants anys d' implantacio de les reformes, e Regne Unit
obté uns magnifics resultats en matematiques, mentre que Espanya i Catalunya
segueixen alacuadelallista
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b) La malaimatge de les matematiques a la nostra societat.

No descobrirem res de nou s diem que les matematiques tenen poca tradicio i poc
arrelament a casa nostra i que en molts sectors socials, finsi tot amb elevats graus de
formacié, no se les consideraimportants ni es considera que siguin cultura.

D'dltra banda, s'ha de tenir en compte també que e professorat de matematiques ha
tingut i té encara una clara responsabilitat en aquest assumpte. Massa sovint, €
prestigi de les matematiques s ha volgut defensar a base de suspendre molta gent.
Massa sovint també a les aules s'han practicat unes matematiques centrades en
exercicis mecanics sense connexié amb la reditat, sense reflexié i sense imaginacio,
gue son un autentic martiri per a bona part de I'alumnat. La utilitzacié de les
matematiques com a instrument de seleccid (aquesta és una tradicio comuna a tot €
mon) tampoc gjuda a donar bona imatge. Finalment, es pot apuntar que I'elitisme
d aguns professionas, que consideren que les matematiques estan per sobre de totes
les activitats humanes i menyspreen ladivulgacié, tampoc hi gjuda.

c) La poca consideracio que es déna a la geometria.

La geometria no es considera important. Com s ha dit, hi ha una marcada tendéncia a
confondre les matematiques amb |’aritmética i amb I'agebra, amb la qual cosa la
geometria passar atenir un paper subsidiari.

A tall d'exemple, val la pena recordar €ls resultats de I’estudi dut a terme entre els
anys 1997 i 1999 per a la identificacié de les competencies basiques. L'estudi € va
coordinar € Consdll Superior d’Avaluacié del Sistema Educatiu per encarrec del
Departament d'Ensenyament de la Generditat de Catalunya i comptava amb e suport
de la Fondation des Régions Européennes pour la Recherche en Education et en
Formation (FREREF)*. A I'estudi hi van participar tres regions: Catalunya, Balears i
Canéries.

La idea genérica consistia a passar uns amplis questionaris a col -lectius diversos que
representessin tota la societat, per tal d'establir un ranquing d’importancia de les
competéncies considerades. A partir de I'andlis dels curriculums de les regions que
van participar a |’estudi, de la revisio d'estudis anteriors i d’'un seguit d’ entrevistes
amb representants de diversos sectors es van elaborar €l's qliestionaris.

Els questionaris es van passar a diversos col-lectius socias: docents de tercer cicle
d educacié primaria, docents d' ESO, families (pares i mares), dumnes de 4t d'ESO,
exalumnes, representants d’ empreses de seleccio personal, representants d’institucions,
professors universitaris, representants d’ organitzacions de consumidors, representants
d ONG, representants del mén de la sanitat, representants educatius i representants
sindicals, amb un total d’unes 1000 persones.

Els resultats referents a la consideracié que mereix la geometria son prou clars. Per
exemple, es constata que entre les primeres vint competencies de les 245 considerades,
només dues sdn de matematiques. la primerai la vintena, totes dues relacionades amb
el calcul aritmétic.

1. La FREREF és una fundacio regional europea creada |I’any 1991 a iniciativa de les Régions Européennes de Rhone-Alpes, LIombardia,
comunitat francesa de Bélgica i Catalunya. Més tard s hi van incorporar les regions de Balears, la republica del canté de Ginebra, € land de
Baden-Wiirttemberg i Luxemburg. La sevaseu central ésaBrussal-lesi la seva secretaria permanent ésaLio.

La FREREF es defineix com una plataforma de comunicacio i cooperacié que afavoreix els intercanvis entre responsables palitics i cientifics
encarregats de larecerca en € camp de I’educacié i laformacio. La FREREF vol ser una xarxa de xarxes. En concret, té lamissio d’ estimular,
d'animar i defer de mitjanceraen elstreballs dels seus participants.
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Ca dir també que de les trentatres competéncies finds considerades en €es
guestionaris de I’ambit matematic només cinc eren de geometria. A més, els resultats
de les enquestes revelen que ddls cinc ambits considerats -matematic, social, linguistic,
tecnocientific i laboral- € matematic va ser € menys vaorat de tots i entre €s
trenta-quatre subambits considerats, es va concedir menys importancia a de
geometria

d) Les deficiencies en laformaci6 del professorat.

En els cas de priméaria, les mancances de formacié matematica i especificament
geométrica d'alguns professionals son colpidores. En e cas de secundaria, la
incorporacio de professorat que no esta especiditzat clarament en la matéria i les
mancances generditzades de formacio pedagogica son també molt grans. Ens hauriem
de preguntar quina perspectiva de la matéria poden tenir aquestes personesi s s ha de
fiar tot alaformacié permanent voluntaria.

€) Es molt probable també que & curriculum i la metodologia emprada no siguin el's adequats.

Ara mateix el professorat de secundaria té la gran dificultat d’ administrar un nombre
d hores de matematiques escas que, aparentment, € condueix a un problema sense
solucié: S opta per centrar-se en els continguts escolars, no es trebalen prou les
competencies basiques, i S opta per trebalar amb profunditat les competéncies
basiques, es presenten grans mancances en relacio as continguts prescrits per la
legidacio. No sembla logic que hagin de ser els centres i els professors els qui
resolguin aguesta contradiccio estructural que, com s esta demostrant, condueix a una
formacio matematica deficient.

Pdl que fa ala metodologia, molts sectors del professorat segueixen arrelats a métodes
classics i la majoria de llibres de text no se n'dlunyen gaire. L’aparicié de nous
materials didactics com ara els entorns geometrics dinamics ha tingut una incidencia
escassa a les aules (de vegades, tot s ha de dir, per unalamentable manca de recursos).

D’dtra banda, €els cursos de formacid permanent son un embolic i una mostra
pintoresca de les coses més diverses de tal manera que un professor de matematiques
pot fer muntanyes de cursos reconeguts i validats per I’ administracié sense que en cap
moment es revisin les opcions metodologiques a I'aula. El de la metodologia és,
probablement, un del's aspectes més conflictiusi més dificils de canviar.

f) Els canvis constants en e sistema educatiu.

En els darrers deu o dotze cursos escolars € professorat ha assistit estupefacte als
canvis constants de programacions, de curriculum, de distribucié d'hores i de
perspectives generals. L’educacié vol certa estabilitat i la desfilada permanent de
canvis només condueix a desconcert i a cansament. Molts professionals ja no saben
ben bé on paren.

g) Mancad'exigénciai de motivacio per al’ estudi.

Lasocietat en que vivim ha portat a considerar que tot ha de ser molt facil i molt [adic.
Laculturade |’ esfor¢ va de baixa. Hi ha una urgent necessitat de recuperar I'estudi i €
treball com a condicions inherents a I’ educacié primaria i secundaria. L'aumnat, les
families i la societat en general semblen haver oblidat que sense esforg i sense estudi
dificilment hi haura aprenentatge.
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Probablement, una lectura apocaliptica dels resultats tampoc ens duria enlloc. Tanmateix, una mica
d autocritica en relacié a tot € sistema educatiu és estrictament necessaria i en certs sectors del
professorat, ja greument perjudicat i desconcertat per I'alau de canvis constants de perspectiva,
S hauria agrait que les administracions encapcal essin aquesta autocritica.

Ara mateix tenim prou clar que € problema ve de lluny i, malgrat totes les reformes i canvis del
sistema educatiu, € cert és que afrontem € segle XXI| amb la constatacié que grups molt importants de
la societat estan practicament condemnats a ser anal fabets matematics.

El sector educatiu i la societat, tot i que comencen a adquirir consciéncia de les gran caréncies de
formacié basica en matematiques de I’alumnat perquée les proves ho demostren, només han reaccionat,
fins ara mateix, de manera més aviat timida. De vegades, S atribueixen aguestes mancances a les
deficiencies del nou sistema educatiu i no es vol veure que les arrels del problema son molt més
profundes. La part positiva de la situacio és que tenim els instruments per fer un bon diagnostic. Hi ha,
perod, un llarg cami arecorrer i moltes coses que s hauran d’ esmenar.

El punt de partida és, doncs, més aviat magre, tot i que aix0 potser ens hauria d animar perque sera
facil millorar.

=

Exercicisi activitats proposades

1. Per concretar la introspeccié que es recomanava fer com a exercici a |’ apartat 1.1, es
proposa respondre € questionari seglient:

1) Quina geometria ens han ensenyat? A quin nivell educatiu? Qué hem hagut
d'aprendre pel nostre compte?

2) Els meus professors i professores consideraven important la geometria? Es
preocupaven per ensenyar-nos a pensar i araonar geometricament?

3) Com ens van ensenyar la geometria? A partir de I'experiéncia? De forma deductiva o
inductiva?

4) Se sol treballar més la geometria anditica o la geometria sintética? Quines apteses
tenim tendencia a desenvolupar en I'alumnat?

5) Quins tipus de problemes geomeétrics se solen treballar amb el's aumnes? Problemes
realsi connectats amb I'entorn 0 més aviat problemes abstractes?

6) S ensenya as alumnes a pensar geomeétricament? Que fa e professorat per ta de
desenvolupar les capacitats geométriques de I’ dumnat?

7) Els seminaris i els departaments d'arees diferents es coordinen en relacié a la
geometria?

8) A l'aula, se sol treballar la geometria en grup o individual ment?

9) Quina actitud tenen els alumnes i les alumnes davant de la geometria? Positiva?
Negativa? Superficial? Profunda?

10) Sobserven dificultats al'hora d'imaginar situacions geometriques?

11) Quins instrumentsi materials auxiliars fem servir per tal de treballar la geometria?

Exercicisi activitats proposades... segueix a la pagina seglient
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=

Exercicisi activitats proposades (ve de la pagina anterior)

2. Proposeu ds vostres aumnes de segon cicle dESO o de batxillerat o a un grup de
persones adultes la prova de geometria (0 una part de la prova) de la inspecci6 del 1995
(vegeu I'apartat 1.4.1. Prova de la Inspeccid del 1995) o els quatre exercicis de
geometria de laprovade I'INCE del 1995 (vegeu I’ apartat 1.4.2. Proves de I'INCE del
1995) o ds problemes de geometria de la prova de I'INCE del 2000 (vegeu I’ apartat
1.4.3. Proves de 'INCE del 2000) i estudieu els resultats obtinguts.

=

Problemes de geometria

S afegeixen dos problemes de geometria sintética per al's lectors que vulguin posar a prova
€l's seus conel xements de geometria classica. Podeu trobar les solucions al’ annex 3:
Enunciat 1 (Polya')

Es pot construir un quadrat "inscrit" en un triangle donat? (Un costat del quadrat ha de
recolzar-se en un dels costats del triangle i €ls dtres dos vértexs del quadrat han
d'estar, respectivament, sobre els dos costats restants del triangle.)

Enunciat 2 (Polya)

Construiu un triangle donats un costat a, I'altura perpendicular a aquest costat h i
I'angle A oposat al costat a.

(l) Aquest dos enunciats son originals del matematic hongares (emigrat als Estats Units €l 1940) Georg Polya, especiaistaen
resolucio6 de problemes.
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2. INTRODUCCIO AL MARC TEORIC DE
L’'ENSENYAMENT DE LA GEOMETRIA

En aguest capitol, mitjangant un seguit de cites, es fa una aproximacio al’ ensenyament de la geometria
a secundaria. Es revisen, també, algunes aportacions destacades, €ls nivells Van Hide d
constructivisme i les orientacions didactiques associades a desplegament de la LOGSE, que poden
orientar lamanera de fer del professorat.

2.1. INTRODUCCIO

En agquest capitol es fara una ullada a algunes opinions expertes en relacio a la geometriai a la seva
didactica, i s obtindran indicacions de caraa decidir com s han de fer les classes.

Val adir que no es pretén un tractament sistematic del tema; ans al contrari, es tracta més aviat d’'una
plujad’idees, algunes de les quals sdn contradictories, que S exposen i comenten amb laintencié que els
lectors facin unareflexid sobre I’ ensenyament de la geometria.

Des d'una perspectiva historica, podem dir que la geometria ha estat un dels grans motors de la
matematica. Per aix0 mateix, no deixa de ser curiés que, com ja s ha comentat, durant molts anys,
hagués retrocedit de manera dramatica la seva preséncia en els programes de secundaria. Aixo no va
passat solament a casa nostra, va ser un fenomen, o una moda, generalitzat que afortunadament sembla
que es troba en total retrocés. Es evident que ara caldra fer un esforg per tal de retrobar-se amb la
geometriai que, d'entrada, s haura de fer una reflexio tedrica que eviti els errors del passat.

2.2. CITES*| COMENTARIS
2.2.1. Aforismes

Per comencar se citen un parell d' aforismes de Montaigne i un de Confuci, certament enginyosos i
plens de vigencia per al moén educatiu actual, tot i que els primers tenen quatre-cents anysi que € del
pensador xinés en té uns dos mil cinc-cents! Certament les bones idees poden venir de lluny:

“Meés val un cap ben fet que ben ple.”

“ El nen no és una ampolla que haguem d’ omplir, sind un foc que cal encendre.”

(Montaigne, 1533-1592)

(l) Les cites, extretes del seu context, poden portar a confusio. Malgrat tot, s’ ha considerat que tenien prou interes intrinsec per reproduir-les
sense patir pel problema de la descontextualitzacié. En qualsevol cas, €l lector haura de tenir present el seu caracter fragmentari.
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"S mho expliquen ho oblido, s ho veig mho crec i si ho faig ho comprenc.”

(Confuci, 551 a.C.- 479 a.C.)

Pot semblar senzill estar-hi d’ acord; € cert, perd, és que |’ obsessio per farcir els alumnes amb un munt
de coneixements sovint mal apresos no ha desaparegut, ni de bon tros, ni entre molts professors, ni
entre els pares, ni entre els dlumnes. Només cal passg ar-se pels passadissos d’ alguns centres educatius,
per comprovar que I’accid i € protagonisme a les aules continua, sovint, a mans dels docents i no dels
discents, tal i com reclama Confuci.

A queé és deguda aquesta tendencia? Per qué és tan dificil canviar-la? Potser les classes i les activitats
de matematiques no es poden fer d’ una altra manera?

Aquesta situacié s hauria d’ atribuir a les causes seglients:

a) A la pressi6 dd contracte didactic implicit que governa les relacions a les aules: €
professorat, ple d' afany docent, en creure que una majoria d’alumnes no apren a pensar i a
raonar, opta per solucions tradicionals i senzilles que li donen seguretat i resultats constatables
acurt termini.

b) A la sensaci6 de manca de temps. e professorat es veu afectat pel pes dels programes
educatius, molt amplisi ambiciosos, i per les proves d accés ala universitat o les revalides, que
no pot deixar de veure al’ horitzd (és un fet que les hores dedicades ales matematiques al’ ESO
i as batxillerats son insuficients).

) A lainércia: ja s haesmentat |atendéncia a reproduir el's esquemes sota €l's quals s ha apres.
Hom pot pensar: aguest sistema a nosaltres ens ha servit i no hi ha motius per pensar que no
servira amb I'alumnat actual. Des d’aquesta perspectiva, la innovacid metodologica es pot
presentar plena d’incognitesi d’ inseguretats.

d) Al nombre excessiu d’aumnes per classe: els métodes participatius amb un nombre elevat
d alumnes creen sensaci6 de desordre i descontrol.

€) A la manca de recursos. no hi ha laboratoris de matematiques, les aules d'informatica no
donen abast i els materials solen ser escassos.

f) A la dificultat de gestionar les classes de forma participativa: la gestié d'aula de forma
tradicional és senzilla; en canvi, S es vol que els dlumnes participin activament, tot resulta
forgamés complicat i incomode per a professorat.
Les sis causes esmentades actuen sobre €l professorat i també sobre I’adumnat i €ls seus pares. Per tot
plegat cal pensar que els canvis seran lentsi dificils. Malauradament, de vegades, aquestes mancances i

problemes que, ca insistir-hi, sdn molt importants es fan servir com a coartada, per tal d evitar la
incomoditat o I aparent descontrol de les classes més activesi participatives.

2.2.2. Els Elements d’Euclides

Es recullen, a continuacio, un seguit de cites referents als Elements d’ Euclides:
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"Déu fa geometria d'acord amb els Elements d'Euclides." (E. Kant. 1724-1804)

“Al llarg de la meva educacié secundaria, em van ensenyar la geometria com una matéria
separada de I'aritmética i de I’algebra, a carrec de professors diferents i sense formar part
d'una assignatura integra anomenada matematiqueg|...] Llavors, quan jo anava a |’ escola,
per geometria s entenia tot allo relatiu als teoremes d' Euclides [...] Vaig haver d’aprendre
al voltant de 70 teoremes amb les seves demostracions, la meva mare, pero, explica que a la
seva epoca anaven pels 140 teoremes| ...]

La realitat és que la geometria euclidiana, tal i com s ensenyava, era una matéeria molt
sofisticada] ...] Es desenvolupava a partir d’un reduit nombre d’ axiomes deduint-ne una gran
col-lecci6 de propietats sobre linies, triangles i cercles mitjancant un raonament exacte, era
formés.” (B.Bolt)

No és estrany que €ls Elements d’ Euclides, elevats a la categoria divina ni més ni menys que per Kant,
I’autoritat moral del qual fou extraordinaria a tot Europa en els segles XVIII i XIX, hagin presidit
I’ ensenyament de la geometria durant tant de temps.

La cita de Brian Bolt recorda, per cert, € que havia passat a secundaria a |’ época del BUP i del COU:
la geometria sintética havia anat a parar a les classes de dibuix! Aix0 si, desproveida del seu rigor
axiomatic.

També cal afegir, en relacié a aquesta cita, que € mateix Bolt reconeix que per a 90% dels aumnes de
la seva epoca €ls Elements d' Euclides, que €l troba tan bells, eren més aviat un martiri.

L’ aparicié de les geometries no euclidianesi @ triomf de les matematiques deductives van portar molts
matematics a pensar que era un contrasentit i un anacronisme mantenir els Elements d'Euclides a les
escoles quan ja eren una branca practicament morta per a lainvestigacié matematica:

“S em demana quina és la meva idea per als programes educatius a secundaria, I’hi
resumiré amb tres paraules: a baix Euclides!” (Jean Dieudonné 1906-1992)

Les paraules de I’eminent matematic francés, membre fundador del col-lectiu Bourbaki?, J. Dieudonné
certifiquen aquest corrent. Una gran majoria de matematics professionals de |'época pensaven €
mateix. Resulta, per tant, previsible que, atesa la seva autoritat intel-lectual, a Franca i també a casa
nostra simposessin plenament. Va ser d moment de la matemética moderna i de la visé de la
geometriai de la matematica en general com una creacio purament abstracta. Als centres de secundaria
es va comencar a parlar d’'espais vectorias i d espais afins, i I'agebritzacio de la geometria va ser
practicament completa.

En dltres llocs, com ara a Regne Unit, també van deixar de banda Euclides, perd van fer un intent
d'introduir la geometria a partir de les transformacions seguint, de fet, unaidea de Felix Klein:

(2) L'any 1934 alguns matematics francesos van decidir constituir un grup de trebal amb I'objectiu d'aconseguir la simplificacié, la
formalitzacio i la unificacié de les matematiques. La minuciosa i monumental obra que van comencgar a elaborar es va titular Eléments de
mathématique. Aquest conjunt de llibres, centrat en la concepcié axiomatica de les matematiques i en la nocié d estructura, va tenir una
influencia extraordinaria que va arribar fins i tot als programes de secundaria de molts paisos (als mitjans de comunicacio es va parlar de la
implantacio de les matematiques modernes). El grup estava constituit per uns 10 o 20 matematics que van voler romandre a |’ anonimat. Amb
aguesta intenci6 es van inventar e pseudonim de Nicolas Bourbaki com a autor de totes les obres. Ara sabem que entre els socis fundadors hi
havia un conjunt de matematics excepcionas. André Well (1906-1998), Jean Delsarte (1903-1968), I'esmentat Jean Dieudonné, Claude
Chevalley (1909-1984)... Després s hi van anar afegint molts matematics de gran prestigi, com ara Henri Cartan, Samuel Eilenberg, Lauren
Schwartz, Alexander Grothendick, Jean Pierre Serre, Roger Godement, René Thom... El primer volum dels Eléments de mathématique va
aparéixer el 1939 el darrer el 1998. Per tot plegat s ha de considerar que aguest grup va marcar les matematiques del segle XX.

29



"Tot i que els grecs van treballar molt profitosament, no tan sols la geometria, Sin6 els més
diversos camps de les matematiques, cal dir que, avui dia, hem avancat molt més que ells en
qualsevol area i, certament, també en geometria." (F. Klein, 1849-1925)

“Després de discutir molt, es va decidir introduir la geometria fent Us de les
transformacions. reflexions, rotacions, homotécies, transformacions afins, etc. Ens vam
inspirar en una conferencia de F. Klein del 1872 en la qual suggeria que la geometria
Shavia d’ensenyar com els invariants dels grups de les transformacions a I'espai [...]
L’experiéncia aviat ens va mostrar que aquest nou enfocament, tot i ser fascinant per a
I’ equip de professors, era tan dificil per als alumnes com € vell. Adhuc, probablement, era
meés sofisticat.” (B. Bolt)

En e fons, era absolutament 10gic i [loable que les noves conquestes matematiques es volguessin portar
a I'escola. Tant les propostes algebritzadores, com les que recorda Bolt, que formava part de la
comissié de savis que havia de decidir quina geometria s havia de fer a secundaria, semblaven, en €
seu moment, assenyadesi plenes de futur.

A I’ensenyament, perod, les coses no son mai tan senzilles. Amb el pas del temps, s ha pogut comprovar
gue aquestes vies van ser un desastre per a una gran majoria d’ alumnes. El fracas de laimplantacié de
les anomenades matematiques modernes va ser sonat: les bellissmes matematiques deductives van
portar al’ aparici6 sorprenent de generacions d’ analfabets matematics i geomeétrics.

Noves veus han sorgit demanant € retorn as Elements:

"El qui desdenya la geometria d'Euclides és com I'home que, en retornar de terres estranyes,
menysprea la seva casa." (H.G.Forder)

"Amb una literatura molt més amplia que la de I'algebra i I'aritmética juntes, i almenys tan
extensa com la de I'analisi, la geometria és un gran cofre de tresors amb coses molt més
interessants i mig oblidades que tota una generacio cuitosa no ha tingut temps de gaudir, tal
com ho han fet amb qualsevol altra parcel-la de les matematiques." (E. T. Bell)

2.2.3. Noves perspectives

Dues cites de Brian Bolt porten a considerar la geometria sobre noves perspectives. Un amant dels
Elements d Euclides i un dels impulsors de la introduccié de la geometria a través dels grups
d'invariants ofereix les seves darreres conclusions que, certament, han de ser fruit de molta experiéncia
i reflexio:

“ A més, crec que hauriem de ser conscients que per a molts alumnes seria bo fer connexions

entre les matematiquesi el mon en qué viuen sempre que sigui possible.” (B. Bolt)

“Un cop vaig decidir que € paper tradicional de la geometria no era sostenible, vaig
comencar a apreciar que € que es necessitava eren experiencies, per tal que els meus
alumnes incrementessin la seva consciéncia de I’ espai i del mén en qué vivien.” (B. Bolt)

Dues cites d Emma Castelnuovo van en la mateixa direccio. En primer lloc, fa consideracions de caire
epistemologic i, després, de caire psicologic per tal de justificar la necessitat de la geometria
experimentd:
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“S ens inspirem en la tesi que sosté que I'ens geométric és una construccié de la ment
humana, independent i preexistent a la consideracié d objectes reals, no té sentit,
evidentment, anteposar al curs deductiu de geometria un curs de caracter experimental,
sensorial. Es compren, doncs, com aquells homes i aquells paisos, en particular Franca, que
era impregnada de |’ esperit cartesia, que sostenien la tesi racionalista, no havien pensat mai
a implantar un curs de geometria intuitiva.

S ens basem, pero, en la hipotesi que I'ens geométric es forma a la ment humana per
abstracci6, a partir d’observacions d’ objectes reals i d’ experiments sobre aquests objectes,
haurem de fer precedir, des d'un punt de vista didactic, €l curs racional per un curs de
caracter experimental en e qual els axiomes trobin les seves arrels naturals.” (E.
Castelnuovo)

“Hom es pot adonar realment que I’alumne no solament no veu la necessitat de demostrar
-ja hem dit que ell considera suficient mesurar i observar-, sSin6 que a més, segueix amb
dificultat raonaments simples de caracter hipotétic i deductiu.” (E. Castelnuovo)

Es recull, finalment, una excel-lent cita de Howard Eves que justifica la necessitat d’ ensenyar geometria
experimenta en I’ evolucié historica de les matematiques:

"Les primeres consideracions geométriques de I'home deuen ser molt antigues i es deuen
haver originat subconscientment a partir de simples observacions nascudes de la capacitat
humana per reconéixer la forma fisica i per comparar models i grandarieg...] D'aquest
primer contacte nebulés amb molts conceptes geométrics pot dir-sen geometria
subconscient.

La segona etapa en geometria va sorgir quan la intel -ligéncia humana fou capac d'extraure
d'un conjunt de relacions geométriques concretes una relacio general abstracta que contenia
les primeres com a casos particularg[ ...] L'etapa de laboratori en geometria es coneix com a
geometria cientifica (o experimental, 0 empirica o inductiva).

Una tercera etapa és aquella en que els resultats desitjats sobtenen per una petita cadena de
raonament deductiu, originada en un resultat més fonamental. Aquest tipus de geometria es
coneix com a geometria deductiva (o demostrativa o sistematica)l ...]

Hi ha un principi pedagogic basat en la famosa llei condensadament enunciada pels biolegs
en la forma: "L'ontogénes recapitula la filogénesi", la qual cosa significa simplement que,
en general, "l'individu repeteix el desenvolupament del grup”. El principi pedagogic és que,
almenys en grans linies, a un estudiant cal ensenyar-li una matéria en I'ordre en € qual la
matéria es va desenvolupar a través dels anys. Prenem la geometria, per exemple. Hem vist
que historicament la geometria va progressar a través de tres etapes, primer geometria
subconscient, Ilavors geometria cientifica i finalment geometria demostrativa.

El principi pedagogic reclama, llavors, que la geometria sigui presentada primer als nens
petits en la seva forma subconscient, probablement a través de simple treball artistic i
simples observacions de la natura. D'agquesta forma, €ls nens petits estaran assabentats
subconscientment d'un gran nombre de conceptes geométrics, com ara distancia, angle,
triangle, quadrilater, vertical, perpendicular, paral-lela, linia recta, cercle, espiral, esfera,
cilindre, con, etc. Llavors, una mica més tard, aquesta base subconscient sera aconduida cap
a la geometria cientifica, on els alumnes induiran un conjunt considerable de fets geomeétrics
a través de I'experimentacié amb regles i compassos, amb tisores i cola, amb models
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smples, etc. Encara més tard, quan l'estudiant sha tornat suficientment sofisticat, la
geometria es pot presentar en la seva forma demostrativa, o deductiva, i els avantatges i
inconvenients del primer procés poden ser mostrats.

Awui, la part més debil d'aquest programa d'estudi geométric a les nostres escoles sembla
estar en la segona etapa de la geometria, la cientifica. No es dedica prou temps a aquesta
etapa. Hi ha moltes coses a dir en la geometria empirica o experimental. El temps dedicat
aqui solidifica el domini de I'estudiant de molts conceptes geométrics. Li mostra la
importancia i la necessitat essencial de processos inductius preliminars en matematiques, i
al mateix temps li ensenya les deficiéencies quan el treball no és seguit per demostracions
rigoroses. El que els professors necessiten per fer aquesta fase d'aprenentatge geometric més
extensa i més valuosa és una bona col-leccié d'experiments geométrics, simples pero
significatius, que facin servir models barats i facilment construibles. El disseny d'un grup
d aquests experiments és molt recomanable per a qualsevol interessat en I'aventura."
(H.Eves)

2.3. IDEES, ESTUDIS | PROPOSTES

Es proposen, a continuacié, en uns quants quadres, algunes idees, estudis 0 propostes que poden ser
d utilitat.

2.3.1. Els nivells Van Hiele

Els" nivellsVan Hiele'

L'estudi de les concepcions geomeétriques en € pensament huma va portar els estudiosos
Pierre Van Hielei DinaVan Hide-Geldof a proposar un model evolutiu de I'aprenentatge
de lageometria basat en cinc nivells.

Nivell 1: visualitzacié i reconeixement

En aguest nivell, una ment és capa; de reconéxer les figures i els objectes geométrics
més comuns a partir del nom i viceversa. Les descripcions que sen puguin fer (de les
figures) son, pero, essenciament visualsi globals; no sarriba a poder fer unaandisi dels
elements.

Nivell 2: analis

En aguest nivell sassoleix la capacitat de parar atencio als eementsi ales propietats de
les figures 0 cossos geomeétrics. El concepte que es té d'un objecte geometric pot quedar
[ligat aixi aun conjunt d'elementsi de propietats. No es té, pero, la capacitat de distingir
quins elements 0 quines propietats caracteritzen de forma essencial o defineixen un
objecte geometric.

Nivell 3: ordrei deducci6 informal

Sarriba a tenir la capacitat de distingir les diferents classes de conceptes geométrics.
Aix0 és possible perque es perceben les relacions entre objectes geomeétrics diferents.

Es comenca a veure la necessitat de les definicions i es poden fer inferéncies logiques i
raonaments inductius a partir de I'observacio.
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Nivell 4: deducci6 formal
En aguest nivell sarriba a comprendre € paper dels axiomes, de les definicions, de les
proposicions i dels teoremes. Es veu la geometria de forma estructurada. Es poden fer
demostracions deductives.

Nivell 5: rigor

Sassoleix una comprensié profunda del que és un sistema axiomatic i Sesta en
condicions de poder comparar axiomatiques diferents tot i entenent que hi ha moltes
geometries.

Laserietat i consistencia de I’ estudi dels Van Hiele fa absolutament necessari tenir-lo present. Aixi, tot
i que és evident que no ca entendre aquests cinc nivells de forma rigida i estética, caldra tenir en
compte, tal i com recomanen els autors, que abans de passar de nivell, sera bo consolidar |'anterior.

Comptant amb & desenvolupament evolutiu i amb la diversitat de I'alumnat de 12 a 16 anys, cal pensar
a moure'sentre e nivell 2i € nivel 4. Aixo vol dir que cal centrar-se en e nivell 3, que és € que més
sadiu amb |la geometria experimental o cientifica per fer incursions en e nivell 4, quan sigui possible, i
en e 2, quan sigui necessari.

2.3.2. Algunes preguntes que s’ha de fer el professorat

Es presenten aqui algunes preguntes extretes del document de debat preparat per la Comissio
Internacional sobre la Instruccié Matematica (ICMI) amb € titol Perspectives sobre I’ ensenyament de
la geometria al segle XXI, aparegut en € butlleti nim. 1 de maig de 1995 de la Societat Catalana de
Matematiques.

El document deixa clar que hi ha un acord molt ampli entre els matematics i els ensenyants sobre € fet
gue I'ensenyament de la geometria ha de comencar molt aviat i ha de continuar a llarg de tot €
curriculum matematic. Tanmateix, també deixa clar que, a |I’hora de concretar, sorgeixen divergencies
possiblement per lamultiplicitat d’ aspectes de la geometriai de la seva didactica.

1. Quins sbn €ls objectius més rellevants pd que faal’ ensenyament de la geometria?

2. En que hem de posar emfasi quan ensenyem geometria, en la“quantitat” o en la“qualitat”?

3. Es possible/recomanable identificar un curriculum essencial ?

4. S had ensenyar geometria com una matéria especifica, separada, o bé inclosaen els
continguts de I’ area de matematiques?

5. De quinamaneral’estudi de|’agebralineal pot reforcar lacomprensio de la geometria?

6. Seriapossible (i recomanable) incloure també en el's curriculums alguns el ements de
geometria no euclidiana?

7. Hem de potenciar Unicament un punt de vista - |
d’haver un pas gradual del’un al’atre?

8. A partir de quin nivell escolar cal fer demostracions?

9. A quinaedat s ha de comencar |’ aprenentatge de la geometria analitica?

10. Cominfluiral’ Gs dels ordinadors en |’ ensenyament de la geometria?

intuitiu” o e “formal /axiomatic”’- o hi ha
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Moltes d’ aquestes preguntes poden obtenir resposta amb la fixacio legislada del's programes educatius,
d atres, pero, les haurem de respondre els docents.

2.3.3. La concepcio6 constructivista de I'aprenentatge

La idea principa de la concepcié constructivista de I'aprenentatge és utilitzar els
problemes o |es situacions-problema com a mitja per construir conceptes.

Aquest paradigma esta basat en la teoria de |'aprenentatge: teoria genética de Piaget i
teories de la psicologia social .

Lateoria de |'aprenentatge comporta quatre hipotesis basiques:
Acci6: només s apren amb I'accio.

Reequilibrament: en & desenvolupament del coneixement es passa d'un estat
d'equilibri a desequilibris per arribar a un equilibri superior.

Importancia dels preconceptes. sempre sapren en contra d'un coneixement
anterior.

Conflictes sociocognitius. cal treball en grup per tal detrencar elsequilibris.

Com saplicatot aixo ales matematiques i ala geometria en concret?
Per construir un concepte geometric es defineix una "situacié problema:

a) Hade ser una situacio en laqual I'alumne pugui entrar facilment.

b) Els coneixements de I'dumne han de ser insuficients per resoldre-la (per arribar a
destruir I'equilibri).

) La situacio-problema, per ella mateixa, sense la intervencio del professor, ha de
donar una resposta a I'alumne en € sentit de s és correcte 0 no @ que esta fent
(autonomia).

d) La"nocié" o "concepte" que volem que I'estudiant "construeixi” ha de ser I'optima
per resoldre la situacio.

Per tal de gestionar una classe hauriem de seguir les fases seglients:
lafase: accio
Els adumnes reben la situacié-problema geometrica individualment i després la

treballen en grups de quatre o cinc.

(Segueix ala pagina segiient)




2afase: formulacié
Per escrit 0 oralment comuniquen els seus resultatsi el's posen en coma.

3afase: validacio
L'aumne, o € grup, ha de provar que @ que diu és convincent (no ca una
demostracié matematica).

En aguestes tres fases € professorat no ha d'intervenir o fer-ho e minim possible.
dafase: ingtitucionalitzacio
Intervé e professor i diu quins son els coneixements que han de quedar d'aquesta
Sessio.

5a fase: avaluacio
Lanocio6 esfaservir per fer dtres exercicisi, aixi, afermar € concepte.

2.3.4. Les orientacions didactiques adjuntades al desplegament de la LOGSE

Si esrevisal’anomenat primer nivell de concrecié de matematiques al’ ESO que proposava la LOGSE,
és a dir, la legidacié que fixava €s objectius i els continguts en I'ambit de I’anomenada reforma
educativa, es pot veure que, a diferéncia del que passava amb € sistema educatiu anterior, la geometria
sintética era un contingut explicit que tenia associats objectius terminals de I'area i objectius generals de
I'etapa.

La preponderancia de I’ dlgebra desapareixia i la geometria analitica en duesi tres dimensions quedava
practicament restringida als batxillerats, on, aixo si, no hi havia més geometria sintetica, com a minim,
de forma explicita.

A més, la reforma educativa, en oferir un marc tedric basat en una concepcié constructivista de
I’ aprenentatge, també marcava, com a minim en part, quée s havia de fer per ensenyar geometria. Aixo
es fa evident s es repassen les anomenades orientacions didactiques, que, tot i formar part del primer
nivell de concrecio, no esrecollien en els decrets. Resumidament eren aquestes:

Per tal d'aconseguir un aprenentatge significatiu de la geometria:

1) Caldratenir molt presents lesideesi els coneixements previs que I’alumnat en tingui.
2) Ca quel’aumnat intenti trobar leslleisi lesidees pels seus propis mitjans.

3) Cdl que I’'alumnat expliqui oralment i per escrit les estratégies que ha fet servir i les
idees que ha trobat.

(Segueix ala pagina segiient)

35



4) Les situacions que es plantegin a I’alumnat han de ser com més diverses millor amb
I'objectiu que el's gprenentatges siguin funcionals.

5) Cal no tenir excessiva pressai no pretendre assolir els objectius ala primera.

6) Cal afavorir situacions d'intercanvi entre tot I'alumnat, de manera que sexpliquin entre
ellsles estratégies i les solucions que han obtingut.

7) La geometria no sha de limitar a ser un estudi d'algorismes per a cacul d'algunes
distancies, superficiesi volums.

8) Per aconseguir una millor motivacio, shauran d'afavorir les situacions de caracter
experimental i manipulatiu. Caldra usar, a ser possible, models fisics concrets i donar
prioritat a la inducci6 sobre la deducci6. Cal, doncs, prioritzar la geometria
experimental, de manera que I'dumnat dibuixi, construeixi i manipuli figures
geométriques planes i espacials.

9) Cd afavorir I'aprenentatge de les capacitats referides a l'orientacié espacial i a la
lecturai interpretacio de planols.

10) Cal donar prioritat ala geometria de I'espai sobre ladd pla.

11) Ca que I'umnat faci servir instruments de dibuix i mesura sobre objectes reals i
sobre representacions a escala.

Certament, s aquestes orientacions didactiques se segueixen a peu de la lletra, fixen en bona part la
forma d’ ensenyar. De fet, pero, es tracta només d’ orientacions i, com en molts aspectes de la docéncia,
s hom no les creu, s no n’esta convengut i no les fa seves, no serveixen de gaire. Tothom sap que dlo
gue es fade cara a's alumnes sense estar-ne massa convencut, no té, en general, gens d’ exit.

Pel que fa a |’ organitzaci6 i la temporitzaci6é dels temaris, amb la implantacié de la LOCE €els centres
educatius tenen només un marge relatiu d’autonomia i € 2n nivell de concrecio esta essenciament
determinat.

A més, una gran majoria de centres deleguen la resolucié d aquest problema, com a minim inicialment,
en les editorials que ja presenten un 2n nivell estructurat. També sol ser freqlient, pero, que amb € pas
del temps i amb I'experiéncia docent, es vagin introduint modificacions o permutacions en |’ordre
proposat, de manera que, tot i mantenir els llibres de I’ editorial, se'n faun s molt diferent del proposat
pels autors o autores.

Tanmateix, tot i les observacions anteriors, potser val la pena tenir en compte els factors segiients a
I"hora d’ estudiar la distribucié i € desenvolupament concret de les programacions:

1) Etapa anterior i etapa posterior.
2) Les dltres arees.

3) El desenvolupament evolutiu dels alumnes.
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4) La coheréncia logicai la progressio (del més simple a més complex i del més generd
més concret).

5) L'equilibri dels continguts.

6) La necessitat de no compartimentar en excési de fer un tractament helicoidal.
7) Lacorrelacié amb els objectius terminals.

8) Les conviccions del professorat.

9) Els condicionaments de I’ entorn.

10) Les disponibilitats materials del centre educatiu.

Cada grup de professors haura de trobar la seva solucié.

2.4. ALGUNES CONCLUSIONS

Certament, cadascl ha de treure les seves propies conclusions. Aqui se'n proposen algunes de caire
més aviat ampli, que no deixen de ser, perd, opinables com gairebé tot en I’ ensenyament:

1) Ca ensenyar geometriaa llarg de tota la secundaria

2) L'opcié de comencar per la geometria deductiva a secundaria ha quedat descartada
practicament arreu del mon.

3) Els Elements d’ Euclides no han de formar part explicita dels programes educatius tot i que
poden proporcionar contextos i idees per tal de treballar la geometria.

4) La geometria de coordenades que €ls adumnes han de fer en es batxillerats “funcionard’
millor s abans han fet un treball considerable de geometriainductiva o experimental.

5) El rigor i les demostracions han d’ aparéixer de forma progressiva i no tenen sentit fins que
lamaduracio intel lectivade I’dumnat €ls permet entendre-les.

6) Tot i que € calcul darees i volums és important, no cal centrar la geometria en agquests
ambits.

7) Els continguts conceptuals per ells mateixos son molt menys importants que els
procediments que els alumnes i les alumnes hauran de fer servir per estudiar-los, sobretot a
I"ESO.

8) Els nous materials didactics faciliten les activitats d’ aprenentatge de la geometria. Es poden

fer servir de forma eventua o, finsi tot, de forma sistematica. Cal exigir un treball rigorési no
aturar-se en la fase de manipulacio.
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Exercicisi activitats proposades
Des d'una perspectiva sintetica, hi ha tres opcions pedagogiques tedriques generals:

1) Larecepcio purai simple.
2) El descobriment induit.
3) El descobriment personal i autdonom.

Evidentment, aguestes opcions mai no es donen en estat pur. Es ben cert, perd, que €s
docents tenen tendéncia a emmarcar-se en una de manera conscient o no.

Per quina us decantarieu de cara a ensenyar geometria? Quins avantatges i inconvenients
hi veieu?

=

Problemes de geometria

S afegeixen dos nous problemes de geometria sintética. Com en € capitol anterior, els
enunciats son de G. Polya. També podreu trobar les solucions al’ annex 3:
Enunciat 3 (Polya)
Construiu un triangle donats un angle a (relatiu a vértex A), I'atura h corresponent al
vertex Ai e seu perimetre p.
Enunciat 4 (Polya)

Dibuixeu un triangle i les circumferéncies inscrita i circumscrita. Siguin r i R els seus
radis respectius i sigui H la més gran de les altures del triangle. Es cert que r+R < H?
Investigueu-ho.
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3. NOTES SOBRE L’TENSENYAMENT DE LA

GEOMETRIA PLANA

En aquest capitol es revisa I’ ensenyament de la geometria plana des d’'una perspectiva essencialment
practica. A laintroducci6 es remarquen els objectius didactics de primariai de secundaria obligatoria.
A continuacid, es comenten els materias didactics per d treball de la geometria plana. Es conclou amb
dos exemples de treball al’aula, desenvolupatsi comentats.

3.1. INTRODUCCIO

A I'hora d'ensenyar geometria, alguns experts solen recomanar que es comenci per la geometria de
I'espai, per anar després ala geometria plana.

A secundaria obligatoria es presenta, doncs, € dilema d'afrontar primer la geometria de tres dimensions
i passar després a la de dues dimensions, seguint aquestes recomanacions, o bé fer-ho a l'inrevés
seguint, més aviat, latradicio.

Cal tenir en compte, en aquest sentit, que a primaria, I’alumnat ja haura tingut un contacte amb la
geometria de I'espai que hauria de permetre al professorat de secundaria, comencar per la geometria
plana. El debat, pero, resta obert.

Centrant-se en la geometria plana, cal pensar que lamajoria de I'alumnat que arribi a secundaria hauria
de complir els requisits seglients:

Pel que faals continguts:

i) estar acostumat a
- observar i reconéixer atributs geométrics;
- ordenar i classificar objectes geomeétrics;
- utilitzar € llenguatge geomeétric;
- resoldre problemes geométrics senzills.

i) conéixer
- el's conceptes de longitud, superficie i capacitat;
- e concepte de grau sexagesmal;
- les figures geometriques planesi de I'espai més habituals;
- els elements d'aquestes figures i les relacions entre elles.

Pel que faals objectius terminals:

- saber usar instruments de mesura, regla, transportador, etc., i aplicar-los a problemes redls;

- saber obtenir figures equivaents en perimetre o en area a figures donades,

- expressar verbalment i graficament aspectes de la redlitat: formes, grandaries, situacio,

posicié, moviment, distancies, mitjancant €l llenguatge geomeétric;
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- saber distingir i construir models de figures lineals i planes, i trobar les seves relacions
geomeétriques i €ls elements que en possibiliten aguna classificacié;

- saber emprar les transformacions geométriques del pla: simetria, translacions i girs per crear
noves figures;

- saber comparar i classificar figures geomeétriques per diversos criteris;

- gpreciar la pulcritud en una representacio grafica i en una construccié geometrica.

Partint d'aquesta base, € professorat d' ESO hauria d'aconseguir que, en finditzar I'etapa, la magjoria de
I'alumnat fos capag, sense sortir de I'ambit de la geometria plana, de:

1. Identificar figures planes: cercles, poligons i sectors circulars, construir-ne models a partir
de criteris donats i descriure' n els elementsi les relacions entre ells.

2. Definir conceptes geométrics elementals. incidéncia, para -lelisme, perpendicularitat, angles,
etc., incorporar-los a la seva expressio i a seu raonament, i enunciar relacions entre ells i
propietats senzilles.

3. Saber interpretar representacions planes.

4. Reconéixer figures semblantsi equivalents en area.

5. Utilitzar correctament aparells de dibuix i mesura: regle, transportador, escaire, compas,
programes informatics, per fer construccions geometriques planes.

6. Interpretar representacions a escala.
7. Enunciar i aplicar els teoremes de Talesi de Pitagores.

Certament, potser massa sovint la reditat salunya, entossudida, de les desitjades pretensions i els
docents s han d' adaptar aalo que tenen.

Cal tenir en compte també, en relacié a primer nivell de concrecio, que I'area de dibuix, a diferéncia del
que passava amb els plans d’ estudi anteriors ala implantacio de la LOGSE, té molts menys continguts
de geometriai que, per tant, és|'area de matematiques la que té especia responsabilitat en aguest ambit
tematic.

Findment, fem notar que, per a practicament tots els objectius generals i per a molts dels objectius
terminals de I'area, la geometria en genera és un context idoni perque I'alumnat adquireixi apteses
matematiques.

3.2. MATERIALS PER AL TREBALL DE LA GEOMETRIA PLANA A L'ESO

Ja s'ha esmentat la importancia de la geometria experimental o cientifica en aquesta etapa. Els
materials son, des d'aquesta perspectiva, molt importants.
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L'Us de materias variats a I'hora de fer geometria plana gjudara a rompre la possible monotonia de les
classesi obligaral’alumnat a cercar relacions en situacions diferents.

Els materias idonis han de tenir certes caracteristiques. Segons afirma Emma Castelnuovo, han de ser
materials manipulables que permetin fer construccionsi que siguin moviblesi operatius.

Textualment diu:

“I...] Els materials per a |I’ensenyament constructiu de la geometria han de ser artificialsi
transformables per continuitat. Aquestes dues caracteristiques suggeriran una amplia
gamma de “ models’ aptes per facilitar el pas d’allo que és concret a allo que és abstracte.”

C. Alsina, C. Burguési J. Fortuny assenyalen, molt encertadament, els errors segiients, entre d’ altres,
en |’ s de materias:

1) Sofisticacio excessiva del material.

Un material massa complex pot desvirtuar |’ objectiu d' aprenentatge.

2) Intocabilitat del material.

Els materials s'han de poder manipular; I'alumnat ha de poder experimentar-hi.

3) Poca quantitat de material.

S no hi ha materials per a tothom molts alumnes poden desconnectar 0 mantenir un
comportament excessivament passiu.

A continuacié es dona unarelacié dels materials' més assequibles:
1. Reglei compas
- Materials tradicionals, I'Gs dels quals s'ha d'incrementar a les classes de matematiques, ja
queal’areadevisua i plastica es fan servir menys que abans ales assignatures de dibuix.

- Els programes informatics no haurien de desplacar I'lis d'aquests materials.
- SOn Utils per atotala geometria plana.

2. Altres instruments de dibuix: escaire i cartabd, transportador d'angles, bisector
d'anglesi pantograf

- Els primers que S esmenten son molt Utils per a tota la geometria plana; €l's dos Ultims, forca
més especifics, resulten més complicats d'usar.

- Cddria, en qualsevol cas, col-laborar amb les arees de tecnologiai de visua i plastica de cara
ausar-los.

(M Hi ha molts més materials i cada cop amb més freqliéncia, afortunadament, en surten de nous. El llistat no és, doncs, exhaustiu i es pot
consultar la bibliografia per tal d obtenir més informacié. Son especiament interessants: Alsina, C.; Burgués, C. i Fortuny, J. M.: Materiales
para construir la geometria (Col-lecci6 Culturay aprendizaje nim.12). Editorial Sintesis. Madrid, 1990. // Bolt, B. i Hobbs, D.: 101 proyectos
matematicos. Editorial Labor. Barcelona, 1991. // Castelnuovo, E.: La Geometria. Ketres. Barcelona, 1981.
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3. El programa informatic Cabri-Géometre

- Aquest programa és € que S anomena un entorn geometric dinamic i € principi basic del seu
disseny és permetre la construccio de figures geometriques a partir dels anomenats objectes
basics, com ara punts, rectes, segments, circumferéncies, etc., i d'un seguit de relacions, com
ara punt mitja, para-lela, perpendicular, smetria, gir, etc. que I'usuari selecciona des d'un
mend. Quan s ha construit una figura, es poden moure €s objectes basics i observar a la
pantalla les modificacions. Cada element del dibuix es mou de forma continuai es mantenen les
caracteristiques geométriques de la construccio feta. L’usuari treballa, doncs, amb tota una
categoria de dibuixos cadascun dels quals és un cas particular de la construccio que s ha fet.
Aix0 permet observar experimentalment quines propietats son invariantsi quines no ho son.

- El programa servira per a tot € que sigui geometria plana, perd també per donar
representacions planes de I'espai. De fet, fa essenciament tot alo que es pot fer amb regle i
compas. Té, amés, |'atractiu, la nitidesa i les facilitats que proporciona € suport informatic i,
com s ha dit, I'avantatge de poder sotmetre a moviments els objectes geométrics del pla.

- Vegeu I'annex 1 per tenir-ne més informacio.

4. El geopla

- Material més especific que els anteriors. Més interessant s susa amb gomes dastiques de
colors.

- Consisteix en un quadrat de fustaen el qual es claven, no totalment, n X n claus.

- Esfacil i econdmic de construir.

- Shi poden treballar classificacions de figures planes, nomenclatures, equivaéncia d'arees,
semblanca, angles, etc.

5. Elstangrams

- Materials molt especifics.

- Relativament economicsi facils de construir si cal.

- Suggerents per al’aumnat com a trencaclosques.

- S'hi poden treballar: figures planes, descomposicions, angles, arees, moviments, etc.

6. Creator

- Molt suggerent per al’dumnat.

- Amb aguest materia es poden treballar: poligons regulars, triangulacions, teorema d'Euler al
pla, desenvolupaments plans, etc.

- Més interessant per al'espai que per al pla

7. Mecano

- Interessant per ala construcci6 de poligons amb vertexs "flexibles'.
- Util sobretot per al treball detrianglesi quadrilatersi les seves classificacions.
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8. Cartolines

- Sinclouen aqui tots els materials que es puguin fer retallant cartolines. col-leccions de
triangles, de quadrilaters, tires que serveixin com a costats, etc.

- Interessant per a treball de poligons en general.

No s had'oblidar, pero, que laredlitat i s seus objectes, la mateixa aula, finsi tot, també poden servir
com a base per ala geometria experimental .

3.3. EXEMPLES DESENVOLUPATS

A continuacié, s exposen alguns exemples d' activitats a I’ aula, experimentats personalment a 3r o 4t
d ESO. Certament se'n podrien fer readaptacions per a primer cicle.

No es deixaran els amplis espais entre els apartats de I’ activitat que si que tindrien els dumnes en els
seus fulls de treball. A cada exemple es donen:

1. El materia dels alumnes, que inclou:

activitats per fer al’aula en grup, individualment o col -lectivament;
activitats per al treball a casa.

2. El material del professor, que inclou:

un comentari general;

una referencia als continguts;,
comentaris a's apartats;
comentaris per alafeinaa casa.

3.3.1. Exemple 1: POLIGONS

Aquest exemple consta de tres activitats que poden fer-se de forma consecutiva:
ACTIVITAT 1: ANGLES | POLIGONS
ACTIVITAT 2: PASSEM COMPTES AMB ELS POLIGONS
ACTIVITAT 3: INSCRIPCIO DE POLIGONS REGULARS

En total poden fer-se dedicant-hi unes set o vuit sessions de classe. Alguns apartats es poden suprimir i
d atres es poden ampliar.

43



MATERIAL DELSALUMNES

ACTIVITAT 1: ANGLES | POLIGONS

Activitat a desenvolupar en grups de treball o individualment . Materials necessaris: transportador
d'angles, escairei cartabd.

0. En aquesta activitat es tracta de trobar una relacié entre e nombre de costats d'un poligon i la suma
dels seus anglesinteriors.

1. Dibuixeu un triangle acutangle i un triangle obtusangle.
Mesureu-ne els angles amb € transportador i sumeu-los. Que observeu?

2. Dibuixeu un triangle escalé qualsevol ales vostres llibretes.

Anomeneu amb leslletres A, B i C s seus anglesi mesureu-los.

Traceu una paral-lela a costat AB que passi per C fent Us de l'escaire i @ cartabd. En € vertex C
apareixen nous angles. Mesureu-los. Extraieu-ne conclusions.

3. Recolliu en un quadre les conclusions dels apartats 1 i 2.

4. Si lasuma dels angles de qualseval triangle val sempre 180°, sembla |ogic preguntar-se s passara €l
mateix o alguna cosa similar amb els quadrilaters.

Dibuixeu un quadrilater qualsevol. Quant val la suma dels seus angles? Podeu donar una justificacio
genera d'aquest fet?

5. Dibuixeu un pentagon convex qualsevol i un pentagon concau quasevol (per cert, hi ha algun
quadrilater concau?) Com podem descompondre aquests poligons? Quant vadra la suma dels seus
angles?



6. Feu € mateix amb hexagons, heptagons i octagons.

7. Deduiu unallei generd que permeti calcular la suma dels angles d'un poligon de n costats.

FEINA A CASA PER A L'ACTIVITAT 1

Observeu lafigura segiient:

Quins tipus de poligons hi veieu? Quins son regulars?
Anomeneu i mesureu €s diferents angles que apareixen alafigura

Es possible trobar tots els angles anteriors sense haver de mesurar? Quines deduccions heu de fer?

ACTIVITAT 2 PASSEM COMPTES AMB ELS POLIGONS

Activitat a desenvolupar en grups de treball o individualment. Materials necessaris. transportador
d'angles, regle, escairei cartabo.

0. A I'activitat anterior, heu vist com podeu esbrinar la suma de tots €ls angles interiors d'un poligon
gualsevol quan en coneixeu e nombre de codtats. A l'activitat que ara mateix comenceu, haureu
d'aprofitar aquest resultat per calcular els anglesinteriorsi centrals del's poligons regulars.

D’ atra banda, també es proposa que intenteu comptar quantes diagonal s tenen el's poligons.
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1. Vegeu I’ exemple seglient:

a) Observeu € pentagon regular de la figura:

Es coneix la sumade tots els seus angles interiors (com araa) i es pot afirmar, doncs, que:

5a = 540° (per que 540°?)

Per tant, I'angle interior del pentagon regular val:  a = 540°/ 5 = 108°

També es podria arribar a la mateixa conclusié a través del seu angle central b (I'angle b es
calculafacilment dividint 360° per 5) i del triangle ABC (com aniria aix0 exactament?).

b) Recompte de les diagonal s d'un pentagon:

L'estrella de cinc puntes interior (dibuixeu-la) esta composta per les cinc diagonas de
pentagon.

2. S e pentagon no fos regular quin sentit tindrien els apartats anteriors? | si fos concau?
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3. Ompliu la taula seguent:

NOM DEL
POLIGON

NOMBRE
DE COSTATS

SUMA DELS
ANGLES
INTERIORS

NOMBRE DE
DIAGONALS

ANGLE
INTERIOR S|
ES REGULAR

ANGLE
CENTRAL Sl ES
REGULAR

TRIANGLE

QUADRILATER

PENTAGON 5

540°

108°

72°

HEXAGON

HEPTAGON

OCTAGON

ENNEAGON

DECAGON

4. Com es pot deduir la formula que déna e nombre de diagonals en funcié del nombre de costats?

Expliqueu-ho detingudament.

FEINA A CASA PER A L'ACTIVITAT 2

EXERCICI 1

Observeu lafigura seglent:

Quins poligons veieu en aquesta figura?
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Quantes diagonal s tenen?

Quins d'aguests poligons son regulars? Per que? Podeu mesurar els angles i els costats S és
necessari.

EXERCICI 2. TEOREMA DE RAMSEY

Dibuixeu sis punts qualssevol sobre una circumferencia. Agafeu un llapis vermell i un llapis blau, i
traceu el's segments que uneixen els sis punts de dos en dos, alternant, com vulgueu, els dos colors.

a) Podeu dir quants segments d'aguests hi haura sense comptar-los? Per que?
b) Haureu observat que us ha sortit un triangle, o potser més d'un, que té s tres costats del

mateix color. Aix0 no és casual. Ho feu com ho feu, sempre sera aixi, sempre hi haura, com a
minim, un triangle en aquestes condicions. Podrieu justificar-ho?

EXERCICI 3

Agafem dos punts A i B sobre una circumferéncia i els unim. Ens preguntem en quantes regions
guedadividit € cercle;

En aquest cas tot és prou clar i senzill: d cercle queda dividit en dues regions.

Feu el mateix agafant 3 punts sobre la circumferéncia. Quantes regions surten ara?
Feu el mateix agafant 4 punts sobre la circumferéncia. Quantes regions surten ara?
Feu el mateix agafant 5 punts sobre la circumferéncia. Quantes regions surten ara?
Feu el mateix agafant 6 punts sobre la circumferéncia. Quantes regions surten ara?

Quines conclusions podeu treure d'aguest exercici?

48



ACTIVITAT 3: INSCRIPCIO DE POLIGONS

Activitat a desenvolupar en grups de dos alumnes.
Materials necessaris: ordinador i programa Cabri-Géométre, regle i compas, escairei cartabd.

1. Es val fer un logotip en @ qua hi hagi un cercle vermell que té inscrit un hexagon verd. Feu un
croquis del logotip.

2. Esvol fer e dibuix del logotip de forma precisafent Us del programa Cabri-Géometre:
i) Creeu una circumferéncia.

i) Com podeu inscriure-hi de manera exacta I'nexagon inscrit?

3. Us encarreguen també un logotip que consisteix en un triangle equilater inscrit en una
circumferencia. Feu-ne € croquis.

4. Feu d dibuix del triangle inscrit en la circumferencia de manera precisa amb regle i compas 0 amb €l
programa Cabri-Géométre. Ajudeu-vos amb € dibuix fet al'apartat 2.

5. Podrieu fer servir els apartats anteriors per inscriure un poligon regular de dotze costats en una
circumferéncia? Per cert, quin nom |i poseu a aquest poligon?

6. En s apartats anteriors heu vist com es poden inscriure triangles equilaters, hexagons i dodecagons
en una circumferencia.

Es podra inscriure qualsevol poligon en una circumferéncia de manera exacta fent Us del regle i del
compas o del programa Cabri? Qué us en sembla?
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7. Proveu dinscriure un quadrat en una circumferencia fent Us del regle i del compas o del programa
Cabri. Ajudeu-vos, si cal, amb un croquis.

8. Aprofiteu lafeinafeta al'apartat anterior per tal d'aconseguir I'octagon regular inscrit.

9. Amb € pentagon les coses semboliquen. Es pot provar d'aclarir-ho unamica.

9.1. Feu un croquis amb un pentagon regular inscrit en una circumferéncia

9.2. Feu un dibuix més precis usant € transportador d'angles. Recordeu com podeu esbrinar quins
son els angles centralsi interiors del pentagon regular?

9.3. El dibuix exacte amb regle i compas o amb Cabri del pentagon inscrit en una circumferéncia
no és pas senzill. Seguiu aquestes instruccions per fer-lo:

Creeu unacircumferenciai € seu centre O.
Traceu un diametre d'extrems Ai B.

Traceu lamediatriu del diametre AB. Tallarala circumferenciaen elspuntsPi P'.
Determineu € punt mitjadel radi AO i anomeneu-lo M.

Traceu la circumferéncia de centre M i radi MP o MP'.

Sobre € diametre AB la circumferéncia anterior determina un punt S

Aleshores € costat del pentagon inscrit és precisament e segment PS (i € costat del
decagon inscrit és e segment OS).

Arapodeu completar € pentagon inscrit, i € decagon també.

10. Traceu les circumferéncies inscrites en els poligons del's apartats anteriors.
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11. LECTURA 1
Els pitagorics

Aquesta construccié que acabeu de veure a l'apartat anterior és patrimoni de la humanitat des de
['antigor. Pitagores, nat a Samos, Grécia l'any 572 a. C., famés avui pd teorema que porta € seu nom
(per cert, ja sabeu que diu € teorema de Pitagores?), ja coneixia aquesta construccié, que € fascinava.
Segons sembla, Pitagores va viure, de jove, a Egipte, on va recollir forca coneixements de tipus
geomeétric i matematic. Al cap de vint anys va tornar a Samos, perd no va poder suportar € govern
tiranic de Policratesi es vatradladar ales colonies gregues del sud d'ltdlia, concretament a Crotona, on
va reunir un nombrés grup de deixebles i va fundar, I'any 540 a.C., I'escola pitagorica. El simbol de
I'escola estava basat en €l pentagon regular: eral'estrella regular de cinc puntes que sobté en tracar les
diagonals del pentagon.

No erafacil entrar ala comunitat pitagorica: calia superar, primer, un rigid ensenyament de caire moral
i religiés que comprenia amplies nocions de matematiques i de musica. Els qui havien superat aquests
ensenyaments passaven a considerar-se "pitagorics' i aix0 era tingut per gran honor. Entre ells ho
compartien tot i havien de renunciar a les seves pertinences individuals.

Després de la mort de Pitagores, I'any 500 a.C., I'escola pitagorica de Crotona no va durar gaire ja que
va ser assaltada per un grup rival de la ciutat de Sibarisi molts dels seus dirigents van ser assassinats.
Els dtres van fugir i es van dispersar per tot  moén grec, i aixd va permetre que €ls coneixements de
Pitagoresi el's seus seguidors es divulguessin ampliament.

El nombred'or
En la construccio del pentagon i del decagon inscrits apareix també un element digne de mencio

historica: la proporcio existent entre e radi de la circumferéncia i € costat del decagon inscrit és
['anomenat nombre d'or.
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Aqui teniu la construccio, forca similar alafeta per tal dinscriure e pentagon, de I'anomenat rectangle
d'or, que segons els grecs de |'antiguitat és € rectangle més harmonids que existeix: partim del quadrat
ABCD, a continuacié prenem e punt mitja F del segment AB i tracem la circumferencia de centre F i
radi FC; aguesta circumferéncia talla la recta que passa pel costat AB del quadrat en € punt G i ja
tenim € rectangle d or AGED.

En aguest rectangle es compleixen les relacions:

AB = AG[ /5 - 1J
2
i, equivaentment:
AG = AB [ /§2+ 1J

Comproveu-ho.

El nombre 1 és |I'anomenat nombre d'or, que obtindreu també, tal i com hem dit abans, si dividiu
lalongitud del costat del decagon per lalongitud del radi de la circumferéncia circumscrita.

Lafacana del Parteno de I'acropolis d'Atenesi la de molts altres temples respon a aquestes proporcions.
En e Renaixement, a Europa, aquest nombre tornaria a adquirir una gran importancia entre els pintors,
els escultors, es arquitectes i els matematics. Aix0 va ser degut, sobretot, a la publicacié del Ilibre
Divina proportione (La proporcio divina) que versa sobre aquest nombre harmonids i que va ser escrit
pel matematic italia Luca Paccioli i il-lustrat per Leonardo da Vinci.

12. Ja sabeu inscriure triangles equilaters, hexagons i dodecagons; quadrats, octagons i hexadecagons;
pentagons i decagons. Heu reeixit, doncs, amb poligons de 3,6,12,... i 4,8,16,... i 5,10,... costats. Us
queda la familia que comenca amb € 7: qué passa amb |'heptagon? Repetiu les passes de I'apartat 9:
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12.1. Feu un croquis amb un heptagon regular inscrit en una circumferéncia

12.2. Feu un dibuix més precis usant € transportador d'angles. Recordeu com podeu esbrinar quins
son els angles centralsi interiors de I'heptagon regular?

12.3. Per més que us hi esforceu amb el transportador no podreu fer un dibuix exacte.

El dibuix exacte amb regle i compas o0 amb Cabri de I'heptagon inscrit en una circumferéncia
no és que sigui dificil, és impossible de fer! No ha estat gens facil darribar a aguesta
conclusio. Vegeu-ho alalectura de I'apartat 13.

Abans, vegeu un atre métode de construcci6 aproximada que es pot fer amb regle i compas
0 amb Cabri:

Creeu una circumferéncia. Determineu un punt A sobre la circumferéncia.

Traceu el diametre que passa pel punt A. Anomeneu B € seu altre extrem.

Dividiu aquest diametre en 7 parts iguals fent Us del teoremade Tales.

Trobeu € punt M que formaun triangle equilater amb A i B.

Anomeneu t larecta que uneix € punt M amb la segona divisio del diametre AB.

Si talleu t amb la circumferencia obtindreu e costat de I'heptagon inscrit aproximat.

13. LECTURA 2
Lahistoriadelainscripcio dels poligonsregulars

Les columnes dels temples grecs tenen un seguit d'estries iguals. Els arquitectes grecs ho aconseguien
dividint lacircumferénciaen partsiguaso, € que és el mateix, inscrivint-hi poligons regulars.

No és estrany, doncs, que es fessin la pregunta de quins poligons regulars es podien inscriure en una
circumferencia, com sempre amb regle i compas. Van reeixir amb €l triangle equilater, amb el quadrat,
amb € pentagon, amb I'hexagon, amb |'octagon, amb e decagon i amb els poligons regulars de 12, 15 i
16 costats, perd no els va ser possible fer-ho amb I'heptagon regular, ni amb els poligonsde 9, 11, 13 i
17 costats.

Aquests problemes van resistir 2000 anys fins que, a comencament del segle XIX, € matematic
ademany Karl Friedrich Gauss (1777-1855) va trobar-ne la solucié. De nen, Gauss, va ser d'una
precocitat extraordinaria i, més d'una vegada, va deixar bocabadats els seus mestres. De gran <ell
coneixia com "princeps matemathicorum™ (el princep de les matematiques). Va fer contribucions de la
maxima importancia en arees molt diverses de les matematiques.
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El seu primer gran descobriment, tot just quan tenia 18 anys, va ser un metode per construir €l poligon
regular de 17 costats que, tal i com hem dit, havia resigtit tots els intents des de I'any 500 a.C.
Precisament agquest exit € va decidir a ser matematic i no filoleg, la seva altra gran vocacié. Quan va
morir, els seus deixebles li van erigir a Gottingen, la seva ciutat natal, una estatua en € pedestal de la
qua hi van posar un poligon regular de 17 costats. Aquesta és la construccio del jove Gauss:

H6 H5
H4
H7
H3
H8
H2
H9
E
D
o
H14

H10
Amb aix0, perd, encara no en va tenir prou i uns anys més tard, Gauss va demostrar que només es
poden inscriure amb regle i compas €els poligons € nombre de costats dels quals es descompon en
factors primers que siguin dos o nombres del tipus:

H1

H11

Déu n'hi do € jove Gauss, no?

p=22"+1

Aquests nombres no son necessariament primers. per a n = 5 surt 4.294.967.297 que és divisible per
641. Fermat va conjecturar que tots podrien ser primers, perd Euler va trobar el contraexemple que
hem donat.

Aixi, per exemple, s obté:

peran=0,p=3
peran=1p=5
peran=2,p=17
peran=3, p=257



El 7 no és, doncs, un nombre d'aguesta forma i I'heptagon no és inscriptible, com tampoc ho son els
poligonsregularsde 9, 11, 13, 19, 21, 23,... costats. Gauss va donar, finsi tot, lallista dels 38 valors
enters per sota de 300 que permeten lainscripcio: 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 16, 17, 20, 24, 30, 32, 34,
40, 48, 51, 60, 64, 68, 80, 85, 96, 102, 120, 128, 136, 160, 170, 192, 204, 240, 255, 256, 257 i 272.

MATERIAL DEL PROFESSOR

A continuacid, s exposen €ls comentaris per a professorat referits a aquestes tres activitats. Cal
entendre-ho tot amb certa dos de flexibilitat, perqué I’adumnat pot ser molt diferent.

Com a observacio genera, cal dir que € fet de tenir les activitats seqiienciades pas a pas déna molta
autonomia a professorat, que pot atendre millor la diversitat de ritmes d aprenentatge. No s ha de
pretendre que tot I'alumnat arribi sempre a mateix lloc. Alguns alumnes podran fer més apartats que
d atres. A més, és convenient fer posades en comu de tant en tant.

COMENTARISPER A L'ACTIVITAT 1

DURADA PREVISTA: 1 HORA

1. Introduccié

Es parteix del suposit que I’alumnat coneix |la nomenclatura relativa as triangles, as poligonsi as seus
elements. No és necessari que la dominin. De fet, I'activitat proporciona un context per poder-la
treballar de manera significativa

L'activitat es pot fer també amb Cabri-Géometre, s es considera convenient.

L'activitat esta pensada per desenvolupar-la en grups de treball. Pot admetre també, perd, un
tractament individual .

2. Qué es treballa amb aquesta activitat?

1. Nomenclaturai classificacié de trianglesi de poligonsi dels elements que €l's componen.

2. Distinci6 entre poligon concau i poligon convex.
3. Mesura d'angles amb transportadors.

4. Descomposicié de figures en triangles.

5. Inducci6 empirica de regularitats.
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3. Comentaris als apartats
Apartats 1, 21 3

La conclusi6 obvia ala qua han darribar els dlumnes i les alumnes és que la suma dels angles d'un
triangle qualsevol ésigual a 180° ésadir, un angle pla.

Pot ser interessant també aturar-se en les mesures que hauran fet i en I'error que hagin pogut cometre.

L'apartat 2 no pretén pas ser una demostracio. Tan sols ha de permetre afegir "plausibilitat" a la
conclusio.

Apartat 4

En aguest apartat cal demanar-los més autonomia. En primer lloc, ca parar atencié a alo que
I’alumnat entén per un quadrilater qualsevol, no fos cas que dibuixessin rectangles, quadrats, etc.

En principi, ells mateixos poden optar per fer la mesura dels quatre angles amb transportador o per
intuir o veure que poden descompondre € quadrilater en dos triangles. S no fos aixi cadra
suggerir-los-ho.

Apartat 5i 6

Aqui cal treballar també la distincié entre concau i convex. Caldra anar amb compte amb la possibilitat
que surtin dibuixos i raonaments d'aquest tipus (vegeu la figura): “aquest pentagon es descompon
nomeés en dos triangles: ABC i CDE. Per tant, el's seus angles sumen 2x180° = 360° .

Si no hi ha cap alumne que faci aquest raonament, pot ser bo presentar-lo perqué hi trobin |'errada.
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Apartat 7

L’ Us de lletres per designar nombres no és gens senzill i part de I’aumnat no ho acaba de veure clar.
Caldra anar amb compte i fer-los veure que la férmula que conjecturen ha de ser vaida per a qualsevol
poligon, ésadir, per aun poligon d'n costats.

4. Comentaris per ala feina a casa

En funcié de la disponibilitat de temps, cal considerar les activitats de feina a casa com a optatives.
Alguns alumnes podran comencar-les a classe i acabar-les a casa. Estan pensades perqué serveixin
dintroducci6 ales activitats posteriors.

Les parts inicias son senzilles i poden ser assolides per la gran majoria de I'alumnat. Les atres parts
Shaurien de reservar al'alumnat més avancat.

COMENTARISPER A L'ACTIVITAT 2

DURADA PREVISTA: 1 HORA (2 HORES S| ES FAN LES ACTIVITATS COMPLEMEN-
TARIES)

1. Introduccid6

En principi, l'activitat esta pensada per desenvolupar-la en grups de treball, perd es pot fer
individual ment sense cap problema.

Pel que fa a la diversitat, cal insistir novament que no tots els aumnes arribaran a resoldre tots els
apartats.

2. Qué es treballa amb aquesta activitat?
1. Nomenclatura i classificacié dels poligons i dels elements que els componen i €s
caracteritzen.
2. Distincio entre poligon concau i poligon convex.
3. Digtincié entre poligon regular i poligon irregular.
4. Mesura d'angles amb transportadors.
5. Descomposici6 de figures en triangles.
6. Induccio empirica de regularitats.

7. Técniques de recompte.
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3. Comentaris als apartats
Apartat 1

S'ha proposat I'exemple del pentagon, ja que sha introduit en la feina a casa de I'activitat anterior. Pot
ser que alguns alumnes tinguin la situacié resolta o, com a minim, estudiada i que gjudin en €
desenvolupament de I'explicacio. Simultaniament es pot comentar €l que calgui sobre la feina a casa
que hagin fet.

Apartat 2

Aquest apartat presentara dificultats per a alguns aumnes. Hauran de concloure que la questio dels
angles perd tot e sentit per a's poligons no regulars, perd que la de les diagonals no. En €s poligons
concaus caldra debatre €l sentit de les diagonals exteriors.

Apartat 3

A I'hora d'ampliar la taula caldra que I’aumnat treballi sobre dibuixos o croquis i amb exemples de
poligons regulars, no regulars, concaus i convexos.

Apartat 4

La deduccié intuitiva de la formula que permet € calcul dels angles central i interior d'un n-gon regular
no ha d'oferir gaire dificultat. En canvi, la relativa a la formula que dona e nombre de diagonas
requerira probablement gjudes del professorat, que poden ser successives i progressives (cal donar-les
noméss cal):

Quantes diagonal s surten de cada vertex?
Quants vertexs es tenen?

Quantes diagonals es compten aixi?
Quants cops es compta cada diagona ?
Quines conclusions traieu?

Funcionalaférmula que heu trobat amb el's exemples estudiats?

No cal, en cap cas, que I’adumnat faci raonaments molt rigorosos sind raonaments de "conviccio".

Un grup significatiu d’alumnes, tot i que no sera capa¢ de conjecturar una formula correcta, si que
trobara lallei numerica que permet generar la successié que dona € nombre de diagonals. veuran que,
en afegir un vertex, ca sumar una diagona més.

S observa també, que els dumnes i les alumnes que troben la llei experimenten una gran satisfaccio.
Caldra fer-los veure que en aguells moments estan fent de vertaders matematics.
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4. Comentaris per alafeina a casa

Ta i com déiem al'activitat anterior cal considerar aquestes activitats com a optatives.
L'exercici 1 és senzill i had'estar al'abast de la gran majoria de I’aumnat.
Elsexercicis 2 i 3 son prou interessants i, si hi hatemps, val la penafer-los a classe.

El teorema de Ramsey no té interés des del punt de vista dels continguts, perd és molt interessant pel
que fa a's raonaments que requereix. L'Us de I'anomenat principi del colomar o de Dirichlet aclareix
forcala situacié. Es pot dir als alumnes: “considereu els 5 segments que surten des d'un dels punts; en
acolorir-los, per forga 2 seran blausi 3 vermells o viceversa;, destrieu tots els casos a partir d'aqui...”

L'exercici sobre la "regié perduda’ és interessant per tal que I'alumnat vegi que una conjectura
aparentment clara pot deixar de ser-ho de cop i volta. Obtindran els resultats seglients en els seus
recomptes:

2 punts: 2 regions= 2!
3punts. 4 regions = 2
4 punts. 8 regions=2°
5 punts: 16 regions = 2*
6 punts. 31 regions, mentre que 32 = 2°

El resultat que resol e problema queda fora de les possibilitats de I'alumnat de secundaria obligatoria.
En redlitat € nombre de regions que sobtenen amb n punts és:

(6)+(2)+(%)

gue coincideix amb 2" s n<6.

COMENTARISPER A L'ACTIVITAT 3

DURADA PREVISTA: 304 HORES
1. Introduccié

Tota l'activitat es pot fer dibuixant amb regle i compas o emprant € programa Cabri-Géométre.
Sembla més atractiva la possibilitat de combinar ambdés instrumentsi aixi es proposa.

Es parteix del suposit que I’'adumnat ha tingut algun contacte amb el programa informatic esmentat. S
no fos aixi tampoc no hi hauria problema, pero caldria, Obviament, donar una mica més de temps a
I'activitat. No sembla necessari dedicar gaire temps al programa en si, més aviat caldria pensar a anar
aclarint els problemes que surtin sobre la marxa; a més, el programa compta amb gjudes senzilles que
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poden consultar els alumnes i estalviar feina al professorat. El que si que caldria és tenir pocs alumnes
per ordinador.

2. Qué es treballa amb aquesta activitat?

1. Nomenclaturai classificacié dels poligons.
2. Digtinci6 entre poligon inscrit i poligon circumscrit.
3. Mesura d'angles amb transportadors.

4. Redlitzaci6 i construccié de dibuixos de forma esquematica, aproximada i exacta, i distincio
dela utilitat de cadascuna d'aguestes modalitats.

5. Inducci6 empirica de regul aritats.
6. Construccié de figures amb regle i compas i amb programes informatics.
7. Us de lamediatriu d'un segment.

8. Historia de les matematiques.

3. Comentaris als apartats

Apartats 1 a 5

L'elaboraci6 de croquis i de dibuixos rapids i informals és molt necessaria per al’adumnat i per aixo es
demana en iniciar cada bloc d'apartats. Cal que els alumnes vegin que es croquis han de contenir la
informaci6 essencial encara que no Siguin precisos.

S'ha optat per comencar per I'hexagon, perque és € més senzill dinscriure. S no sen surten
autonomament caldra demanar que pensin en €ls angles i que €'s posin sobre els seus croquis, per ta
gue concloguin que €s 6 triangles en qué es descompon I'hexagon regular a partir del centre son
equilaters, i que @ costat del poligon és, en conseqiéncia, igua a radi de la circumferéncia
circumscrita.

El pas al triangle equilater (apartat 4) i a dodecagon (apartat 5) és, aleshores, senzill.

Laidea dels logotips pretén contextualitzar €ls problemes proposats.

Apartat 6

Aquest apartat pretén que I’aumnat faci una reflexio préevia intuitiva que després shaura de contrastar
amb les conclusions posteriors.
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Apartats 71 8

Les gjudes necessaries S N0 se'n surten son:
i) traceu un diametre;

i) traceu la mediatriu del diametre anterior.

Apartat 9

El croquis del subapartat 9.1 ja no €ls sera tan senzill, tot i que hauran vist uns quants pentagons
regulars en les activitats anteriors.

El dibuix aproximat amb € transportador d'angles té I'interés de retrobar els angles dels poligons. Pot
ser que no acabin de veure clar que aguest dibuix no és exacte i caldra aclarir-ho.

El dibuix amb regle i compas o0 amb Cabri sha de fer inevitablement de forma guiada, perd no deixa de
tenir interes.

Apartat 10
Amb aquest apartat els alumnes distingiran entre circumferencia inscrita i circumferencia circumscrita

Si no veuen com han de trobar € radi, caldra donar la pista seglient: "traceu la mediatriu d'un dels
costats'.

Apartat 11

Aquesta primera lectura, tot i partint de laidea del pentagon i del decagon inscrits, fa una aproximacio
informal as pitagoricsi a nombre d'or.

Pot ser molt interessant que I’aumnat faci construccions de rectangles d'or amb regle i compas 0 amb
Cabri. També ho pot ser que, sobre fotografies de temples, per exemple del Partend, esbrinin I'aparicié
0 no d'aquests rectangles.

Sembla preferible fer lalectura com a activitat col -lectiva

Apartat 12

Aquest apartat té la mateixa estructuracié que € 9 amb la diferéncia que no poden arribar a la
construccid exacta. Sera bo que debatin quina de les dues aproximacions -la que hauran fet amb
transportador i la que hauran fet amb regle i compas- és més bona.

Val lapenaque € professor esmenti que € métode exposat a 12.3 és valid per a quasevol poligon, fins
i tot es pot proposar, com a exercici, que e provin amb I'hendecagon.
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El subapartat 12.3, tot i que és forcainteressant, es pot ometre sense problemes, s no esté prou temps.

Apartat 13
Amb aguesta segona lectura es pretén cloure I'activitat des d'una perspectiva historicai global.

L'heptadecagon construit es déna com a curiositat i no sembla recomanable explicitar-ne la
construccio, que resulta massa complexa.

Els nombres de Fermat, que surten a final, poden tractar-se amb una mica més de profunditat, s esté
temps.

4. Possibles activitats complementaries o de feina a casa
Com a possibles activitats complementaries, forca interessants, cal incloure les seglients:
1. Construcci6 d'estrelles poligonals a partir dels poligons inscrits.

2. Construcci6 dels poligons regulars conegut € costat.

3.3.2. Exemple 2: TRIANGLES

Aquest exemple, molt més breu que I'anterior, consta de dues activitats que poden fer-se de forma
consecutiva

ACTIVITAT 1: ALTURES| TRIANGLE ORTIC
ACTIVITAT 2: BARICENTRE

En total poden fer-se en unes dues o tres sessions de classe. També en agquest cas, alguns apartats es
poden suprimir i d’ altres es poden ampliar.

MATERIAL DELSALUMNES

ACTIVITAT 1: ALTURES | TRIANGLE ORTIC

Activitat a desenvolupar en grups de dos alumnes.
Materials necessaris: ordinador i programa Cabri-Géométre, regle i compas, escairei cartabd.
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1. Construiu un triangle acutangle qualsevol ABC.

2. Traceu les rectes perpendiculars a cada costat pel vertex oposat. Com Sanomenen aquestes rectes?
Quina propietat compleixen?

3. Ditingiu i anomeneu els segments que son atures. Determineu, aproximadament, |'area del triangle
amidant lestres aturesi les tres bases, i compareu €ls resultats.

4. Traceu paral -leles a cada costat pel vertex oposat. Obtindreu un nou triangle A'B'C'. Quinarelacio hi
ha entre els dos triangles? (Pista: mesureu-ne angles.)

5. Quines son les mediatrius del nou triangle? Quin és e seu circumcentre?
Dibuixeu la circumferéncia que passaper A', B'i C'.

6. Uniu els peus de les dtures ddl triangle ABC. Obtindreu € triangle "ortic".
Quinarelacio tenen les adtures del triangle ABC amb € triangle ortic?
Traceu la circumferénciainscritaen € triangle ortic.

7. Feu e mateix amb un triangle obtusangle i amb un triangle rectangle. Que observeu?
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ACTIVITAT 2. BARICENTRE

1. Dibuixeu un triangle escalé qualsevol ABC.

2. Dibuixeu i anomeneu €l's punts mitjans de cada cogtat: A", B'i C'.

3. Uniu cada vertex amb el punt mitja del costat oposat. Qué observeu?

4. Traceu paral -leles a cada costat pel's punts mitjans dels altres costats. Qué observeu?

5. Quinarelacié mantenen elstriangles ABC i AB'C' ?

6. Determineu els punts mitjans dels segments AG i CG i anomeneu-los P i Q. Com son els segments
ACi PQ? Per que?

7. Quinarelacié hi haentre és segments PQ i AC? Queé és lafigura PQA'C'?

8. On estallen les diagonds d'un paral-lelogram? Apliqueu-ho a PQA'C' i deduiu GA' = (1/3) AA'.
Quines son les relacions anal ogues?



MATERIAL DEL PROFESSOR

A continuacié s exposen els comentaris per a professor referits a aquestes dues activitats. Com en €
cas de les tres activitats anteriors, cal entendre-ho tot amb flexibilitat perque I'alumnat pot ser molt
divers.

Com a observacié generd, cd dir que aquestes dues activitats son, fins a cert punt, una mica més
complexes que les exposades abans.

Novament €els continguts explicits s'han d entendre com a context, 0 com a pretext per a treball
geometric.

COMENTARISPER A L'ACTIVITAT 4

DURACIO PREVISTA: 1 HORA
1. Introduccid6

En principi, I'activitat esta pensada per desenvolupar-la individualment, perod es pot fer sense cap
problema en grups de treball.

Es preferible fer I’activitat amb el programa Cabri-Géométre que permetra “moure” es triangles i
observar qué passa.

Com sempre, nho sha de pensar que tots els adumnes han darribar a resoldre cada apartat
autonomament.

Abans de fer aguesta activitat s entén que I’alumnat ja ha fet un treball previ amb triangles i que en
coneix els elements fonamentals.

El dibuix corresponent és el seglient:
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2. Qué es treballa amb aquesta activitat?

1. Perpendicularitat i paral-lelisme.
2. Altures d'un triangle. Ortocentre. Area d'un triangle.
3. Semblancga de triangles. Teorema de Tales.

4. Mediatriusi bisectrius. Circumcentrei incentre.

3. Comentaris als apartats
Apartat 1

Convé que € triangle acutangle que facin no els surti amb alguna regularitat o particularitat no
desitjada, com ara que sigui isosceles o rectangle.

Si sesta treballant amb Cabri -i aquest és un nou avantatge del treball informatic-, es podran fer
modificacions sense problemes. Si s esta dibuixant, caldrarefer el dibuix.

Apartat 2

Alguns alumnes tenen dificultats a I’hora de seguir instruccions escrites. Treballar aquesta habilitat,
que consisteix a saber interpretar instruccions escrites, els sera d’ utilitat. Malgrat tot, de vegades, sera
inevitable donar-los un cop de ma.

Els resulta més complicat tracar les altures si ho fan amb paper i llapis que si ho fan amb el programa,

que treballa tot sol, fins a cert punt. De tota manera, les atures que realment els costa de tracar son les
delstriangles abtusangles (apartat 7).

Apartat 3
Cal aclarir laconfusio entre altura com arectai altura com a segment, i també magnitud.

De carad calcul aproximat demanat, que es fa amb regle o amb la utilitat del ment del Cabri, sera bo
comparar resultats entre diversos alumnes.

Apartat 4
Novament poden tenir dificultats de comprensié de les instruccions.

De cara a aconseguir que “vegin” que els dos triangle son semblants es pot donar, s cal, i per aaquells
alumnes gue no se' n surtin, la pista consistent a mesurar €ls angles.
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Apartat 5

En principi no €s ha de costar gaire constatar que les mediatrius del nou triangle son les altures del
triangle inicial. De tota manera, molts alumnes no se'n surten a causa de la complexitat del dibuix. Si
es trebala amb Cabri, caldra anar deixant només els segments i eiminar -amb la instruccié
“ocultar/mostrar” - |es rectes que el's suporten.

Apartat 6

El dibuix queda més aviat atapeit i la constatacio que les altures del triangle origina son alavegadales
bisectrius del triangle ortic no sera senzilla.

Quan hagin de tragar la circumferéncia inscrita en e triangle ortic, tindran la dificultat de trobar-ne €
radi. L’alumnat no en seraconscient i ho faraa ull. Si s esta treballant amb Cabri, una bona ampliacié
de lafigura els pot fer veure que la“seva’ circumferénciainscritano és bona. Si s esta treballant amb
regle i compas la situacio no és tan interessant.

Apartat 7

Aquest apartat es pot proposar com afeinaa casai, en qualsevol cas, atés el seu caracter exploratori,
S hauria de reservar a's aumnes avangats.

COMENTARISPER A L'ACTIVITAT 5

DURACIO PREVISTA: 1 HORA
1. Introduccid

En principi, aguesta activitat també esta pensada per desenvolupar-la individualment, pero es pot fer
sense cap problema en grups de treball.

Com en € cas de I’ activitat anterior, és preferible fer I’ activitat amb el programa Cabri-Géomeétre que
permetra “moure” elstrianglesi observar que passa.

Una vegada més cal pensar que no tots els alumnes arribaran a resoldre cada apartat autonomament.

Heus aqui € dibuix corresponent:
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2. Qué es treballa amb aquesta activitat?

1. Para-lelisme.
2. Paral-lelograms.
3. Semblancga de triangles. Teorema de Tales.

4. Mitjanesi baricentre.

3. Comentaris als apartats
Apartat 1

Com I’activitat anterior, convé que € triangle que facin no els surti amb aguna regularitat o
particularitat no desitjada, com ara que sigui isosceles, o rectangle.

Apartat 2

Pot ser bo exigir que facin Us de la mediatriu per tal de trobar €ls punts mitjans. Si es treballa amb
Cabri, es pot modificar e menu préviament i eliminar I’ opcid punt mitja d’ un segment.

Apartat 3
El fet que les tres mitjanes -el nom I"ha de donar e professor- es tallin en un punt, que € professor

“batejd’ com a baricentre, potser no sorprendra els dumnes; aeshores, caldra fer-los pensar que tres
rectes no tenen perqueé tallar-se en un punt Unic.
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Apartats 4i 5

Analogament a allo que es deia a I’ activitat 4, de cara a aconseguir que “vegin” que €s dos triangles
son semblants es pot donar, s cal, i per a aquells alumnes que no s€'n surtin, la pista consistent a
mesurar els angles.

En principi, els alumnes no tindran dificultat a trobar la rad de semblanga. Pot ser interessant
demanar-los quina seralarad de les arees.

Apartats 6,7 i 8

El dibuix es complicai alguns aumnes es perden. En qualsevol cas, no s ha de pretendre que siguin
massa rigorosos en les seves observacions.

=

Exercicisi activitats proposades

Organitzeu una seqiiéncia d' activitats analogues a les exposades en agquest capitol per
tractar la classificacio delstrianglesi dels quadrilaters.

=

Problemes de geometria

S afegeixen dos nous problemes de geometria sintética. Com en els capitols anteriors,
podreu trabar les solucions al’ annex 3:

Enunciat 5
Trobeu I’ Gnica terna pitagorica el's nombres de la qual estan en progressié aritmética.

Enunciat 6 (teorema de Varignon')

Considereu un quadrilater qualsevol i uniu-ne el's punts mitjans dels costats. Demostreu
gue sempre s obté un para -lelogram d' area meitat que ladel quadrilater.

(l) No deixa de sorprendre que un resultat tan simple i elegant passés desapercebut als excel -lents gedmetres grecs i que fos
Pierre Varignon (1654-1722), deixeble francés de Leibniz i professor de matematiques a Paris, € seu descobridor.
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4. NOTES SOBRE L’'ENSENYAMENT DE LA

GEOMETRIA DE L'ESPAI

En aquest capitol es tracta I’ ensenyament de la geometria espacial des d'una perspectiva essencialment
practica. A laintroduccio, es remarquen els objectius didactics de primariai de secundaria obligatoria.
A continuacio, es comenten els materias didactics per a treball de la geometria de I’espai. S'inclou,
també, un apartat dedicat a trebal amb conjectures. S acaba amb dos exemples de treball a I'aula,
desenvolupatsi comentats.

4.1. INTRODUCCIO

Des de fa forca anys, la geometria de I'espai ha quedat especiament abandonada a secundaria.
Tradicionalment, sha considerat que comportava massa dificultats i que era millor deixar-la per a
etapes posteriors. Aix0 ha tingut com a conseqiiencia que gran part de I'alumnat no hagi desenvolupat
la seva imaginacio espacial de forma correcta. Va a dir que, a causa de la versio algebraica que es
donava de la geometria, la geometria de I'espai resultava efectivament més complexa que la geometria
plana.

En canvi, s no es pensa a fer geometria des d'una perspectiva algebraica i, encarames, si es pensa afer
geometria experimental, I'espai de tres dimensions -que és € red, dld que es coneix a través des
sentits- ha de ser un camp idoni per a treball geomeétric a secundaria.

En principi, i centrant-se en la geometria de I'espai, cal pensar que la mgoria de I'dumnat que
accedeixi a secundaria hauria de complir €ls requisits segients:

Pel que faa continguts:

i) estar acostumat/da a
- observar i reconéixer atributs geometrics,
- ordenar i classificar objectes geomeétrics;
- utilitzar € llenguatge geométric;
- resoldre problemes geométrics senzills.

i) conéixer
- els conceptes de longitud, superficiei capacitat;
- les figures geometriques de I'espai més habituals;
- els elements d'aquestes figures i les relacions entre elles.

Pel que faals objectius terminals:
- expressar verbament i graficament aspectes espacials de la redlitat (formes, grandaries,
Situacio, posicio, moviment, distancies) mitjancant e Ilenguatge geométric;

- saber distingir i construir models de figures espacialsi trobar les seves relacions geometriques
i es elements que en possibiliten alguna classificaci6;
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- saber comparar i classificar figures geomeétriques per diversos criteris,
- gpreciar la pulcritud en una representacio graficai en una construccié geometrica.

Partint d'aquesta base, €l professorat d' ESO hauria d'aconseguir que, en finalitzar I'etapa, la majoria de
I'alumnat fos capag de (sense sortir de I'ambit de la geometria de I'espai):

1. ldentificar figures espacias (prismes, piramides, cilindres, cons, esferes i poliedres
regulars), construir-ne models a partir de criteris donats i descriuren els eements i les
relacions entre lls.

2. Definir conceptes geomeétrics elementals (incidencia, para-lelisme, perpendicularitat, angles,
etc.), incorporar-los a la seva expressio i a seu raonament, i enunciar relacions entre ells i
propietats senzilles.

3. Obtenir i utilitzar representacions planes de cossos geometrics (prismes, piramides, cilindres,
cons, esferesi poliedres regulars) i també, donada una representacio plana, saber-lainterpretar.

4. Reconeixer figures equivaents en volum.

5. Interpretar representacions a escala.

4.2. MATERIALS PER AL TREBALL DE LA GEOMETRIA ESPACIAL

A I'apartat 3.2. del capitol anterior, ja s han esmentat els principisi les idees que fan tan importants els
materials per al treball de la geometria. Totes les idees que s hi exposaven son, evidentment, igua de
valides per alageometria de |’ espai.

Es recomanable fer un s variat dels materials de cara a obtenir-ne un coneixement funcional. A més,
d'aquesta manera, es podra captar I'atencio de I'alumnat de forma més satisfactoria; potser €ls que no
se sentin atrets per alguns exemples si que se sentiran atrets per altres objectes o situacions.

En qualseval cas, és clar que es pot fer geometria experimental de manera clara i directa com en pocs
camps de les matematiques.

Es evident, també, que el treball experimenta a partir de materials fara avancar de maneralenta. Val a
dir, pero, que s avancara profitosament i que, en aquest nivell educatiu, no cal deixar-se portar per la
pressa.

Finalment, ca tenir ben clar que fer geometria no vol dir anar directament, i potser Unicament, a
cacular agunes arees i volums. A la geometria hi ha en joc moltes altres qliestions i és un camp
excel-lent per a desenvolupament d'apteses forca diverses.

A continuacio, es dona unarelacié de materias assequibles:
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1. Creator

- Es tracta d'un materia amb excellents possibilitats consistent en unes peces de plastic en
forma de triangles equilaters, quadrats, pentagons i hexagons que es poden connectar entre
elles. En es exemples que es donen a continuacio es pot veure alguna d’ aquestes possibilitats.

- N'existeix una versié més precisa i amb més possibilitats, anomenada Polydron, que resulta,
perd, molt més cara perqué és d'importacio.

- Potser I'tnic que es pot trobar a faltar al'hora d'usar aquest material és que no presenti atres
peces que no siguin triangles equilaters, quadrats, pentagonsi hexagons.

- El materia és agil, resistent i molt bo per a treball amb poliedres regulars, arquimedians i
irregulars.
2. Models de cossos geométrics constr uits

- Es tracta de materials més tradicionals que ofereixen menys possibilitats de participacio as
alumnes.

- No deixen, pero, de tenir cert intereés de cara a visualitzar, mostrar i treballar fisicament amb
COSS0S geometrics.

- Entot cas caldria pensar a fer-ne un Us actiul.

3. Policubs

- Conjunts de cubs de diversos colors.

- El treball amb cubs pot tenir forcainterés tot i que resulta molt més especific.

- Des dél punt de vista del desplegament estricte del curriculum, per tant, pot resultar dificil
d utilitzar.

4. Geoespai

- Puig Adam va proposar la utilitzaci6 i la creacié d'un geoespai analeg a geopla per al treball
de lageometria de I'espai.

- Es tractaria d'un cub gran, obert, amb claus a les parets convenientment disposats. El seu Us
pot ser forcainteressant.

- Es pot pensar a construir també un cub de filferro que permeti lligar cordes a les arestes.
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5. Objectesi situacions de la realitat

A lareditat s'hi troben multitud de materials o situacions per a trebal de la geometria de
I'espai. Alguns son:

- L'espai de l'aula, que en general és un ortoedre, pot oferir bones possibilitats si s hi afegeixen
cintes que ens puguin servir de "rectes’.

- Els edificis, en general, també poden oferir un camp d'exemples d'interes.
- Tot tipus de capses, tubs i envasos comercias, que solen portar inscrita la capacitat.
- Elsminerasi els seus cristalls.

- Les pilotes de tota mena. Lles pilotes de futbol, per exemple, sobtenen cosint pentagons i
hexagons, amb la qual cosa s aconsegueix un poliedre arquimedia.

- Els materias de construccio.

- Les tendes de campanya, les monedes, els marcs, etc.

6. Materials per ala construccié de poliedres de Nathan

- Consisteix en un seguit de tiges i nusos de plastic que permeten construir amb facilitat tot
tipus de poliedres, i especidment elsregulars, es arquimediansi algunes estrelles.

- Es més &gil i consistent, perd andleg, que el de les canyes de refresc i els netgja-pipes, que
resulten potser massa efimeres. Té I’inconvenient de ser car i, fins a cert punt, fragil.

- Presenta |’ avantatge d’ aconseguir figures “transparents’ que permeten |’ accés al seu interior.

4.3. EL TREBALL AMB CONJECTURES

Tot i que aquest apartat es podria haver inclos en €s primers capitols, 0 en € de geometria plana, s ha
preferit tractar-lo agui, perqué hi ha, a continuacio, un exemple de trebal amb conjectures que
il lustrara les idees de caire tedric.

4.3.1. Introduccio6

Segons s especiaistes en didactica de les matematiques Chevallard, Bosch i Gascdn, €l paper passiu
de I'dumnat a les aules i la seva desmotivacié no s hauria de relacionar amb causes externes a
I’activitat dins|’aula. En €l seu llibre Estudiar matematicas (1997) diuen:

“Molts dels comportaments habituals de I'alumne de matematiques (desinterés, manca
d'iniciativa propia, avorriment, rebuig) que solen descriure’s com a “ actitud dolenta” o
“manca de motivacié” s haurien de considerar una conseqiiencia, i no pas com la causa, de
no haver “entrat” en la disciplina matematica.”

73



“Per tal d'incidir de manera significativa i universal sobre les dificultats matematiques dels
alumnes, és necessari (tot i que, amb absoluta seguretat, no suficient) modificar els aspectes
de les matematiques escolars que “amaguen” als alumnes la vertadera disciplina
matematica.”

Caldria, doncs, plantgjar-se fer amb els alumnes “vertaderes matematiques’. Els métodes classics de
trebal a I'aula semblen massa rutinaris i son probablement poc engrescadors. Ara bé, que vol dir
vertaderes matematiques?

D'una manera molt sintética, es podria dir que € metode cientific consisteix ainferir lleis o regularitats
a partir de les dades observades. Ningl no posa en dubte que les ciencies experimentals procedeixen
essenciament aixi. En canvi, i pel que fa a les matematiques, sobretot en les darreres décades, no
sembla haver-hi unanimitat. Fins i tot, es pot dir que la matematica deductiva va gaudir durant la
segona meitat del segle XX de molt més prestigi, fins a crear la falsa idea que els raonaments inductius
no son propis d'aguesta disciplina.

Aramateix, a secundaria, a l'area de matematiques no se sol treballar de manera assidua €l raonament
inductiu. En part com a conseqiiencia d'aquesta heréncia, perd també per inércia i perque fer-ho és
dificil i lent.

El marc tedric de la LOGSE, de base constructivista, proposava canviar aquesta tendéncia i donar
prioritat alainducci6 sobre la deducci, a secundaria

Aix0 no és nou. Cdl dir que G. Polya afirmava que la matematica, i els matematics, ha procedit sempre
0 quas sempre de forma inductiva, com a minim en una primera instancia. Segons €, la matematica
també es fa intuint. Es el que anomenava raonament "plausible”. Les deduccions i la formaitzacié son
passos que vénen després, quan ja s ha inferit alguna regularitat o algunallel. Ell creu que és essencial
practicar € raonament "plausible”. Aquestes idees de Polya tenen encara plena vigéncia i la secundaria
i I'ambit de la geometria son idonis per iniciar I’adumnat en aquest camp.

Aixi doncs, fer vertaderes matematiques ha de passar necessariament pel treball inductiu amb
conjectures.

4.3.2. Aprendre a fer conjectures

La formulacié de conjectures a partir de "l'observacio mental” és part essencia de les matematiques.
Podriem pensar que aix0 no és al'abast de I’alumnat, perd no és pas aixi. Cal acostumar-los a formular
conjecturesi a posar-les a prova. El que potser si que queda foradel seu abast és demostrar-les.

Ara mateix, €s estudiants de secundaria estan massa acostumats que les matematiques siguin un
terreny d'una solidesa absoluta. Cal que se'ls faci veure que, en reditat, i en primera instancia, les
matematiques son un mon de conjectures del qual emergeix un residu molt solid després de forca
treball.

Les activitats d'investigacio matematica poden emmarcar-se a |’ esquema segiient:
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ELABORAR UNA ELABORAR UNA

CONJECTURA NOVA CONJECTURA
REFERMAR LA RESTRINGIR LA
CONJECTURA CONJECTURA

REBUTJAR LA

CONJECTURA
h 4
DEMOSTRAR LA > GENERALITZAR
CONJECTURA LA CONJECTURA

Les conjectures es formulen a partir d'indicis que permeten unaintuicio. Es rebutgen i es refermen amb
exemplesi casos particulars abundosos. Es demostren -o creiem que es demostren- amb raonaments de
conviccio. De vegades, quan es rebutgen amb contraexemples, es pot cercar en quin ambit encara son
valides. es restringeixen.

Tots agquests processos son certament dificils de reproduir en una aula. No s hi hauria de renunciar,
pero, tan facilment i, com a minim sempre que sigui possible, fora interessant intentar-ho.

4.4. EXEMPLES DESENVOLUPATS

A continuacio, s exposen dos exemples d'activitats a |’aula, experimentades personalment a 3r o 4t
d’'ESO. Com en € cas dels exemples per a la geometria plana, se'n podrien fer readaptacions per a
primer cicle.

A cada exemple, després del material dels alumnes, es fan uns comentaris per a professorat que poden
ser també d'interes.
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4.4.1. Exemple 1: POLIEDRES

Aquest exemple consta d'un seguit d activitats seqlienciades que poden fer-se en unes tres o quatre
sessions de classe.

No es deixaran els amplis espais entre els apartats de | activitat, que si que tindrien els alumnes en els
seus fulls de treball. A cada exemple es donen:

1. El materid dels alumnes, que inclou:

-activitats per fer al’aula en grup, individualment o collectivament.

2. El material del professor, que inclou:

-un comentari general;
-unareferéncia a's continguts;
-comentaris a's apartats amb les solucions si escau;

-un recull d'il-lustracions amb poliedres.

MATERIAL DELSALUMNES

ACTIVITAT 1: POLIEDRES

Activitat a desenvolupar en grups de treball i individual ment.
Materials necessaris: Creator i transportador d'angles.

1. Construiu poliedres emprant les peces de Creator.

Compteu e nombre de cares, e nombre de vértexsi e nombre d'arestes, i empleneu la taula seglient:

NOM DEL POLIEDRE NOMBRE DE CARES NOMBRE DE VERTEXS | NOMBRE D'ARESTES
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NOM DEL POLIEDRE NOMBRE DE CARES NOMBRE DE VERTEXS | NOMBRE D'ARESTES

2. Expliqueu € procediment que heu seguit per fer els recomptes demanats. Trobeu una estratégia que
us permeti comptar amb seguretat €l's poliedres “complicats’.

3. Feu unadescripci6 senzillai per escrit dels poliedres que heu construit.

4. D'entre els poliedres anteriors, quins us sembla que mereixen e qudificatiu de regularsi per que?

5. Si no s teniu tots (sdn cinc) congtruiu-los ara i feu una taula com I'anterior només amb aquests
poliedres:

NOM DEL POLIEDRE NOMBRE DE CARES  |NOMBRE DE VERTEXS | NOMBRE D'ARESTES
TETRAEDRE

OCTAEDRE

|COSAEDRE

HEXAEDRE

DODECAEDRE
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6. Si nolateniu ja, feu unadescripciO per escrit dels poliedres regulars.

7. Busqueu unarelacié entre el nombre de cares C, € nombre de vértexs V i e nombre d'arestes A dels
poliedres que us han sortit en els apartats anteriors. Aquesta relacié sanomena férmula d'Euler, ja que
fou aquest matematic suis del segle XVIII qui lavaintroduir.

8. Construiu €ls prismes que pugueu amb les peces de Creator i mireu s compleixen larelacié que heu
trobat abans.

9. Podrieu demostrar-la per a tots els prismes? Com podrieu comptar les cares, les arestes i €ls vertexs
d’un prisma qualsevol ?

10. Congtruiu les piramides que pugueu amb les peces de Creator i mireu S compleixen la relacio
d'Euler.

11. Podrieu demostrar-la per a totes les piramides? Com podrieu comptar les cares, les arestes i €ls
vértexs d’ una piramide qual sevol ?

12. Tots els poliedres compliran larelacié d'Euler? Qué opineu i per quin motiu?
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13. Empleneu la taula seglient:

NOM DEL ANGLESDELES |SUMA DELSANGLES DEFICIENCIA ANGULAR NOMBRE SUMA DE LESDEFICIENCIES
POLIEDRE CARES A CADA VERTEX EN UN VERTEX DE VERTEXS ANGULARS

ai 2 a; 360°- X a \ V(360°-Zai)
TETRAEDRE
OCTAEDRE 60° 240° 120° 6 720°
ICOSAEDRE
HEXAEDRE
DODECAEDRE

14. Quines conclusions podeu extreure a partir de I’ estudi de la taula?

MATERIAL DEL PROFESSOR

A continuacio, s exposen els comentaris per a professorat referits a aguesta activitat. Novament cal
entendre-ho tot amb certa dos de flexibilitat, perqué I’adumnat pot ser molt diferent.

COMENTARISPER A L'ACTIVITAT 1

DURACIO PREVISTA: 3-4 HORES
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1. Introduccid6

Es déna aqui una versié curta de l'activitat i s'esmenten les possibles ampliacions a |’ apartat 4
d’ aquests comentaris.

Aquesta activitat esta pensada perqué es faci, en part, en grups de treball i, en part, individua ment.

2. Qué es treballa amb aquesta activitat?

1. Nomenclaturai classificacié dels poliedres.

2. Elements dels poliedres.

3. Digtincio entre poliedre concau i poliedre convex.
4. Poliedres regulars.

5. Teorema d'Euler al'espai.

6. Induccié empirica de lleis. Limits de les conjectures.

3. Comentaris als apartats

Apartats 1, 21 3

Aquest primer apartat vol deixar molta llibertat al’alumnat. No cal partir ni tan sols de la definicio de
poliedre ni de la nomenclatura. Es tracta que experimentin, preferiblement en grups, i que construeixin

poliedres de maneraintuitiva. La necessitat d'una nomenclatura apareixera aixi de forma natural .

Pot ser forca interessant demanar-los que descriguin per escrit les figures creades i que s altres grups
intentin construir-les amb aquestes dades.

El professor, en qualsevol cas, haura de fer les precisions necessaries. Inicialment sera bo fer-los veure

com sencaixen les peces correctament, cosa que en general capten amb facilitat.

Pel que fa als recomptes, cal dir que es persegueix |'objectiu que trobin alguna forma seguraii fiable de
comptar (que no consisteixi a fer servir totes les mans del grup...). S€ls poden fer els suggeriments
seglients de forma progressiva:

i) Quantes cares de cada mena heu fet servir per construir € poliedre?

ii) Quants vertexs té cada cara? Quantes cares concorren a cada vertex del poliedre?

iii) Quantes arestes té cada cara? A quantes cares és comuna cada aresta?

Aixi, per exemple, per aun icosaedre tindran:

80



i) S'han fet servir 20 triangles equilaters. C = 20.
ii) Cada caraté 3 vértexs. A cada vertex del poliedre hi concorren 5 triangles. Per tant:
V=(20x3)/5=12
iii) Cada caraté 3 arestes. Cada aresta és comuna a 2 cares. Per tant:
A=(20x3)/2=30

Si e poliedre no és regular, hauran d'estudiar €l mateix per a cada classe de cares i de vertexs s cal.
Aixi, per exemple, per aun cuboctadre tindran:

i) S'han fet servir 6 quadratsi 8 triangles equilaters. Aixo dona 6 + 8 = 14 cares = C.

ii) Estenen 6 quadrats amb 4 vertexsi 8 triangles amb 3 vertexs. A cada vertex del poliedre hi
concorren 4 cares. Per tant:

V=[(6x4)+(8x3)]/4=12

iil) Analogament:
A=[(6x4)+(8x3)]/2=24.

A l'activitat poden sortir poliedres de tota mena. No tots tindran un nom canonic; en aguests casos el's
poden batgjar a base d'atributs. Per exemple, poliedrel: concau/convex de tantes cares de tal mena i
tantes de tal altra, etc.

Es probable que surti dgun poliedre concau i improbable que en surti cap amb agun forat o que no
compleixi € teorema d'Euler. Pot ser que € concepte de cara, de vertex, daresta, i, finsi tot, € de
poliedre, trontolli en algun d'aguests casos; aixo, perod, seramolt enriquidor.

Apartats 4,51 6

No es tracta que els alumnes arribin a fer una definicio estricta del concepte de poliedre regular; es
tracta, sobretot, que observin amb atencié les diverses figures que han construit i que seleccionin les
que considerin regulars. Es poden suscitar algunes situacions interessants. Es possible, per exemple,
que considerin € deltaedre de sis cares com a poliedre regular. Sera convenient, aleshores, demanar-los
que comparin aguest poliedre amb I’ octaedre i que vegin que € nombre de cares a cada vertex no és €
mateix en €l cas del deltaedre.

Lataula amb els noms es pot mantenir amagada fins que es consideri necessari.

Convé que cada grup d’alumnes construeixi i descrigui tots els poliedres regulars.
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Apartat 7

Es convenient que e professor hagi detectat possibles errors de recompte abans de proposar aguest
apartat de I'activitat. No és facil que, sense gjuda, tots €s grups o tots els alumnes arribin a fer la
conjecturaC + V= A+ 2. L'guda que es pot donar en Ultimainstancia, Sl no progressen, és: "sumeu
el nombre de caresi € nombre de vértexsi observeu el que passa’'.

Es molt important que se'ls faci veure que aixd només és una conjecturai que, per tant, podria resultar
falsacom ladela"regié perduda’ (vegeu les activitats de geometria plana).

Apartats 8,9, 10i 11

Amb aguests apartats s intenta donar plausibilitat ala conjectura feta.
Amb Creator només es poden construir alguns prismes i piramides; valdria la pena recordar les
piramides obligles.

Les demostracions per a prismes i piramides son relativament senzilles s I’alumnat té en compte
I'estructura d'aquests poliedres. Tanmateix, perd, molt pocs adumnes entendran plenament les
demostracions i tampoc tindran gaire clara la necessitat de fer-les. La generalitzacio a un prisma o a
una piramide qualsevol amb bases de n costats és un pas que comporta un grau d' abstraccié que no és
a I'abast de tothom. Malgrat tot, aguesta és una bona ocasié per fer les primeres passes en la
introducci6 del raonament deductiu. Aquestes son les proves:

a) Un prisma és un poliedre format per dues bases iguals i paral-leles; totes les cares laterals
son para-lelograms. Si les bases son poligons de n costats, € prisma tindra n cares laterals i
elsvaorsdeC, V i A son es seglents:

C=2+n (lesduesbasesi lesn cares laterals);

V = 2n (els n vertexs de |a base superior més és n de la base inferior);

A=2n+ 2_2n: 3n (comptem les n arestes de cadascuna de les dues bases més les 2n
arestes dels paral -ld ograms compartides sempre per dues cares).
Larelacié d’ Euler es compleix, doncs, per a qualsevol prisma:

C+V=2+n+2n=2+3n=A+ 2.
b) Una piramide és un poliedre format per una base que és un poligon qualsevol de n costats i
totes les cares laterals son triangles. Elsvaorsde C, V i A son es seglents:

C=1+n (labasei lesn careslateras);

V =1+ n (elsnvertexsdelabasei € vertex o cim de la piramide);

A=n+ 2_2n: 2n (comptem les n arestes de cadascuna de les dues bases més les 2n

arestes laterals del s triangles compartides sempre per dues cares).

Novament constatem, doncs, que larelacio d’ Euler es compleix per a quasevol piramide:
C+V=1+n+1+n=2+2n=A+ 2.
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Apartat 12

A l'apartat 1 poden haver sorgit poliedres que no compleixen la relacio d'Euler, perd aixo és molt
improbable. Cal tenir en compte també que, en principi, I’aumnat tindra la conviccié que € teorema és

vaid per aqualsevol poliedre.

Es pot aprofitar I'activitat per presentar-los altres poliedres que no hagin vist, entre els quals se n'hi

poden incloure alguns que no compleixin el teorema d'Euler. Per exemple:

a) L'estrella octangular que es pot construir amb Creator i que els fara dubtar sobre els

conceptes de cara, d'arestai de vertex.

b) Marcs variats. un marc de secci6 triangular i base plana, un d'analeg perd sense base plana
(per exemple, simétric), un marc de seccio trapezoidal (aquests tres no es poden construir amb
Creator i cadra portar-los o dibuixar-los) i un marc de seccid rectangular que es pot construir
amb Creator. Només el darrer dels marcs compleix e teorema (amb recompte intuitiu).

c) Dos cubs enganxats per una aresta (el poliedre resultant no compleix € teorema).

d) Un cub amb un forat en una cara, perd no traspassat, i un cub gran amb un cub petit a sobre

d'una de les seves cares. Cap dels dos compleix e teorema.

€) Formes estrellades del's poliedres'.

Vegeu |a taula seglient?:

NOM DEL POLIEDRE

NOMBRE DE CARES

NOMBRE DE VERTEXS

NOMBRE D'ARESTES

ESTRELLA OCTANGULAR 8 8 12
EA:SI?ECPEZ?EACCIO TRIANGULARI 9 12 20
e pasrANA. 12 12 24
MARC DE SECCIO TRAPEZOIDAL 16 16 24
MARC DE SECCIO RECTANGULAR 10 16 24
(AZ:E;I_EANGANXATS PER UNA 10 16 23
gXEAAMBCLOT CUBIC EN UNA 11 16 24
SOBRE UNA DE LESCARES 11 16 24
PETIT DODECAEDRE ESTRELLAT 12 12 30
GRAN DODECAEDRE ESTRELLAT 12 20 30
GRAN DODECAEDRE 12 12 30
GRAN ICOSAEDRE 20 12 30

(*)Vegeu-ne les representacions planes de I’ apartat 5.

(3 En aguns casos es fa servir @ concepte intuitiu de cara, vértex i aresta que poden tenir els alumnes, sense agprofundir en consideracions

topologiques ni entrar en e concepte de simplex, que estariaforade I’ abast d’ aguestes sessions.

83




La conclusio de |'apartat passa per veure els limits de la conjecturafetaa 7. Per no complicar-ho es pot
dir que e teoremad'Euler ésvalid per a's poliedres convexos.

Apartats 13i 14
En aguests apartats es recupera e treball amb angles de les activitats de geometria plana.

Els poliedres que compleixen e teorema d'Euler sempre donaran una deficiéncia angular de 720°. Es
pot demostrar que aguestes dues condicions son equivaents, perd potser aixd estara fora de les
possibilitats dels nostres dumnes. Se'n déna aqui la demostracié per s es considera interessant
exposar-la:

Considereu un poliedre convex de C cares, V vertexsi A arestes.

La deficiencia angular D total sera igua a 360° pel nombre de vértexs, menys la suma dels
angles de totes les cares:

D = (V - 360°) - (sumadels angles de totes les cares)

Es calcula aguesta darrera suma:

Cara 1: poligon de x; costats; sumadels anglesdelacaral = (x; - 2). 180°
Cara 2: poligon de x. costats; sumadels anglesdelacara 2 = (x. - 2). 180°

Cara C: poligon de xc costats; suma dels angles de lacara C = (xc - 2). 180°

Si se sumatot, s obtindra la suma dels angles de totes les cares:

S=(x-2) 180°+ (Xo - 2) - 180° + ... + (xc - 2) - 180° =
= (X +X+...+%) 180°-2-180°-C=2-A-180°- 2 - 180° - C = 360° - (A - C)

(jaque X1 + % + ... + Xc = 2 -A, en ser cada costat comu a dues cares)

Araes pot calcular la deficiencia angular total:
D= 360°-V-[360°(A-C)]=360°-[C+ V-A]

Si un poliedre compleix € teoremadEuler [C+ V-A]=2 i D =720°i, reciprocament, s
D =720° perforca [C+ V-A]=2i€ poliedre complirael teoremadEuler.

Si es considera convenient fer la demostracio, abans caldra que omplin la taula, preferentment amb
poliedres convexos que ja hagin sortit en apartats anteriors, tot i que també pot ser interessant
incloure-n’hi aguns de nous que es puguin construir amb Creator; per exemple, tots els deltaedres, les
bipiramidesi alguns poliedres arquimedians.



4. Possibles activitats complementaries
Finalment, s esmenten agunes activitats que es poden fer partint del treball amb Creator, forca
interessants i que poden servir com afeina a casa o com a base per construir noves activitats o cadenes
d activitats:

1) La construcci6 de tots els deltaedres.

2) Laconstrucci6 de poliedres arquimediansi de poliedres estrellats.

3) Problemes relacionats amb la coloracié de les cares dels poliedres.

4) Estudi de les representacions planes dels poliedres.

5) Estudi de les seccions del cub.

6) Cristal -lografia geomeétrica.

7) Historia dels poliedres.

5. Possibles il-lustracions planes

Si es considera necessari, per recapitular, es poden oferir les il-lustracions planes d’aguns poliedres
després de les partsinicias de les activitats 0 en acabar-les:

ELS VUIT DELTAEDRES

TETRAEDRE A
DELTAEDRE DE 6 CARES OCTAEDRE

)

DELTAEDRE DE 16 CARES

o
5
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ELS CINC POLIEDRES REGULARS, ALGUNS POLIEDRES ESTRELLATS |
ELS POLIEDRES ARQUIMEDIANS

A==\
="

S

=
=
N~
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4.4.2. E xemple 2: DESENVOLUPAMENTS PLANS D’ALGUNS POLIEDRES
AREES | VOLUMS D’ALGUNS POLIEDRES

MATERIAL DELSALUMNES

ACTIVITAT 22 DESENVOLUPAMENTS PLANS

Activitat a desenvolupar en grups de treball i individual ment.
Materials necessaris: Creator

1. Agafeu 4 peces en forma de triangle equilater de Creator, poseu-les planes sobre lataulai estudieu
quines agrupacions permeten construir tetraedres i quines no ho permeten. Dibuixeu-les totes.

2. Agafeu 6 peces en forma de quadrat de Creator, poseu-les planes sobre la taula i estudieu quines
agrupacions permeten construir hexaedres i quines no ho permeten. Dibuixeu només les que ho
permeten.

3. Mesureu € costat del cub en cm i mm i calculeu la seva area en cm? i en mn. Trobeu també e
volum del cub en cm® i en litres. Aproximadament, quants cubs com aquests caldrien per omplir tota
I’aula? Expliqueu com feu els calculs.

4. Agafeu 8 peces en forma de triangle equilater de Creator, poseu-les planes sobre la taula i estudieu
quines agrupacions permeten construir octaedres i quines no ho permeten. Dibuixeu les que ho
permeten.
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5. Mesureu € costat de I’ octadre en cm i mm i empreu e teorema de Pitagores per calcular les atures
delescaresi I'alturadel poliedre. A continuacio, calculeu-ne I’areaen cm? i en mim?.

A partir de la férmula que permet calcular el volum d’ una piramide, trobeu e volum de I’ octaedre en
cm® i en litres. Aproximadament, quants octaedres com aguests caldrien per omplir tota |’aula?
Expliqueu com feu els calculs.

MATERIAL DEL PROFESSOR

COMENTARISPER A L'ACTIVITAT 2

DURACIO PREVISTA: 3 HORES

1. Introduccid6

Aquesta activitat esta pensada perqué es faci en grups de trebal, tot i que es pot fer també
individua ment.

El primer apartat és assolible per a la gran majoria de I'alumnat. El segon, € quart i € cinque, en
canvi, presenten més dificultats. Per aix0 mateix se suggereix que es facin en grups. Amb tot, € fet de
poder manipular les peces fisicament, permetra a molts alumnes fer bona part de les feines proposades.

2. Qué es treballa amb aquesta activitat?

1. Representacio plana dels poliedres.

2. Desenvolupaments plans dels poliedres.

3. Tecniques de recompte i d’ exposicio de casos.

4. Transformacions que fan que dos desenvolupaments siguin iguals.

5. Areai volum d’un cub, d’ una piramidei d un octaedre regular.

6. Us del teorema de Pitagores.
7. Estimaci6 de mesures.

8. Conversid d' unitats en d sistema métric decimal.
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3. Comentaris als apartats
Apartat 1
El cas del tetraedre és extremadament smple:

Desenvolupament 1. déna un tetraedre.

Desenvolupament 2 i @ seu simétric que s ha de considerar iguals. no donen un tetraedre.

Desenvolupament 3: déna un tetraedre

Apartat 2

En & cub les coses ja es compliquen. Hi ha 11 desenvolupaments plans diferents:
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Si es considera necessari, es pot donar laindicacié que hi ha onze desenvolupaments plans diferents del
cub. Si agun grup té dificultats per acabar de trobar les onze figures, es pot donar la indicacié
suplementaria que n’'hi ha sis amb una fila de quatre quadrats, quatre amb una fila de tres i un només

amb files de dos quadrats. Cal insistir, pero, que € fet de poder manipular les peces permetra a molts
alumnes sortir-se'n.
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Apartat 3

El tercer apartat és totalment diferent -entra en I’ambit del cacul d'arees i de volums senzills i del
treball amb magnituds- i no ha de comportar grans dificultats. Només I’ estimacio del volum de I'aula
pot comportar algun dubte.

La mesura del costat del cub s'ha de fer quan e tenen muntat (aixi és mes facil i mes clar) i els hem
d exigir que ho facin amb cura. Certament, no vindra d'un mil-limetre; no shan d admetre, pero,
mesures amb un error de tres o quatre mil-limetres.

El calcul de |’ area apareix de forma natural després del's desenvolupaments.

El cacul del volum també es pot visualitzar, fins a cert punt, a partir del cub i del nombre de cm® que
conté.

L’ estimacio de les mesures de |'aula es pot fer de diverses maneres: €ls podem demanar de fer-ho sense
abandonar € seu lloc o bé s podem permetre que comptin passes o rgjoles.

En aguest context real la transformacié de mesures ha de permetre que atorguin significat a les
operacions que fan.

Apartat 4

El cas dels octaedres presenta alguna dificultat més que € dels cubs i sha de reservar a grups
d alumnes avancats. De moment no es fan més comentaris, ja que es proposa com a problema al final
d aquest capitol. Laresoluci6 es pot trobar al’annex 2.

Apartat 5
El calcul del’areai del volum de I’ octaedre depén aqui de la utilitzacié del teorema de Pitagores.

Si no ho fan espontaniament, cal invitar els aumnes a dibuixar un dels triangles equilaters que formen
les cares de |’ octaedre per poder-hi aplicar el teorema amb la maxima correccid. Es possible que alguns
alumnes es decideixin a fer una mesura directa de I'atura. En aquests casos convé que comparin €
resultat amb I’ obtingut mitjancant €l teorema.

La utilitzaci6 del teorema de Pitagores per a cacul de I'altura de I'octadre els resultara més
complicada i shauran d'gudar d'un dibuix en tres dimensions que representi una piramide
quadrangular (la que S obté en seccionar |’ octadre per un dels plans de simetria). En aquest cas, a més,
la mesura directa no és senzillai la utilitzaci6 del teorema sembla molt més necessaria que en € cas de
les cares del poliedre.
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=

Exercicisi activitats proposades

1. Organitzeu una sequiencia d activitats analogues a les exposades en aquest capitol per tal de
tractar les seccions planes del cub.

2. Organitzeu una seqiéncia d' activitats analogues a les exposades en aquest capitol per tal de
tractar la construcci6 de tots els deltaedres.

=

Problemes de geometria

Safegeix un problema que ha aparegut a I'activitat 2. Com en s capitols anteriors,
podreu trobar laresolucié al’annex 3:

Enunciat 7

Dibuixeu els desenvolupaments plans de I’ octaedre regular.
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5. IDEES REFERENTS A AREES | VOLUMS I

En aguest capitol es fa una ullada al treball amb arees i volums. A la introducci6, es remarquen els
objectius didactics de primaria i de secundaria obligatoria. A continuacio, es comenten els materials
didactics per al treball amb arees i volums. S'inclou, també, un apartat dedicat a la justificacio de
férmules. Es clou amb alguns exemples i propostes de treball al’ aula.

5.1. INTRODUCCIO

No convé pensar que €ls conceptes d'area i de volum siguin senzills. Tal i com apunta Emma
Castelnuovo, encara que es tracti de nocions corrents a la vida diaria, son poc clares fins i tot per a
molts adults. Hi ha una tendencia natural a confondre perimetres amb areesi superficies amb volums.

Castelnuovo ens invita a fer la pregunta seglient als alumnes més joves: “ D’un quadrat en sabem
I’area; com podem determinar-ne la longitud del costat?” Feu la provai veureu que molts aumnes
responen que cd dividir per quatre el nombre que dénal’ area per tal d’ obtenir € costat!

També en € cas dels volums podeu fer un experiment revelador que ja proposava Galileu: agafeu un
full de paper rectangular i pregunteu as vostres alumnes si generara el mateix volum en girar al voltant
del’uni del’atre costat; comprovareu que molts estan convencuts que € resultat ha de ser € mateix!

Els ensenyants s han de plantgjar, dentrada, s volen un tractament diferenciat o integrat d'aguests
temes. Aqui, per exemple, s’ ha optat per parlar-ne a part, tot i que, a secundaria, potser féra més adient
diintegrar-ho en el "tot" geométric.

La mesura d'arees i volums ha tingut, tradicionalment, una forta presencia en els programes de
secundaria. Ja s’ha comentat, en capitols anteriors, que no sembla convenient centrar-hi tota la
geometria tal i com, malauradament, ha passat a les darreres décades en més d'un cas. de vegades,
semblava com s tot € treball geometric perseguis I’ objectiu de calcular arees i volums. Es tracta, sens
dubte, d'un tema molt important, perd no ha de monopolitzar tota |’ atencié geométrica.

Des de la perspectiva dels nous programes educatius, € treball amb arees i volums adquireix una nova
dimensié: és un context idoni per a treball del llenguatge i dels procediments geométrics, que safegeix
a seu vaor intrinsec com a contingut.

La mesura directai la mesura indirecta han de ser peces centrals del trebal amb I’aumnat. En aquest
sentit, s'ha de tenir present que la mesura directa ha estat més aviat deixada de banda a |'ensenyament
tradicional, que sempre ha tendit més a I'Gs de formules. Tots els experts coincideixen a dir que ca
combinar ambdues activitats s es vol assolir un aprenentatge significatiu de I’ alumnat.

Una dtra novetat que s ha tenir present és |'Us sistematic de representacions a escala per ad calcul
dareesi volums. La preparaci6 de I’alumnat per alavida quotidiana ho fadel tot necessari.

En principi, en relacié ds temes d'arees i volums, la majoria de I'alumnat que accedeixi a secundaria
hauria de:
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Pel que faa continguts:

i) estar acostumat a

- observar i reconéixer atributs geométrics;

- ordenar i classificar objectes geomeétrics;

- utilitzar € llenguatge geomeétric;

- resoldre problemes geomeétrics senzills;

- seleccionar instruments de calcul, dibuix, mesurai construcci6, i fer-ne Us.

i) conéixer
- els conceptes de longitud, superficiei capacitat;
- les figures geométriques de |'espai més habituals;
- els elements d'aquestes figures i les relacions entre elles.

Pel que faa objectius terminas:

- expressar verbalment i graficament aspectes espacials de la redlitat (formes, grandaries,
Situacio, posicio, moviment, distancies) mitjancant € llenguatge geomeétric;

- saber distingir i construir models de figures espacials i trobar les seves relacions
geomeétriquesi els elements que en possibiliten aguna classificacio;

- saber comparar i classificar figures geomeétriques per diversos criteris;

- reconeixer magnituds mesurables i assolir la nocié de mesura a través de la comparacio
de quantitats d'una mateixa magnitud;

- seleccionar la unitat més adient per reditzar una determinada mesura;
- estimar |'error comes en realitzar una mesura;

- identificar i relacionar les unitats del sistema meétric decima de longitud, superficie i
volum;

- obtenir figures equivalents en area a figures donades;

- aplicar les nocions i es métodes de mesura de longitud i d'area a la resolucié de
problemesreals.

Partint d'aguesta base, el professorat d' ESO hauria d'aconseguir que, en finalitzar I'etapa, la mgjoria de
['alumnat, sense sortir de I'ambit de les areesi els volums, fos capac de:
1. Emprar les unitats de mesuramés usuas en e cas de superficiesi volums.
2. ldentificar i aplicar formules per a calcul de superficies planes, limitades per segments i
arcs de circumferénciai de volums de cossos geomeétrics. prismes, piramides, cilindres, cons i

esferes.

3. Obtenir i utilitzar representacions planes de cossos geomeétrics. prismes, piramides, cilindres,
cons, esferesi poliedres regulars, i també, donada una representacié plana, saber-la interpretar.
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4. Reconéixer figures equivalentsen areao volum.

5. Interpretar representacions a escala com ara planols 0 mapes, mesurar €ls elements que
contenen i saber-ne extreure les dades necessaries.

Una vegada més cal constatar que la distancia entre les [loables intencions i €l's resultats, tan a primaria
com a secundaria, pot ser important; aixo no treu, pero, que s hagin de conéixer €ls objectius legidats i
que siguin una referencia molt important a tenir present.

5.2. MATERIALS PER AL TREBALL DELS CONCEPTES D’AREA | VOLUM

Com sempre, I'Gs de materials per al treball amb arees i volums pot ser clau per a un aprenentatge
significatiu d’ aquests conceptes al’ ESO. A continuacié es dona unarelacio del's més usuals.

1. Paper mil-limetrat o quadriculat

El recompte de quadrets per tal d'estimar |'area d'una figura plana a escala 1:1 o a qualsevol
altra escala resulta facilment comprensible per a la mgjoria d'estudiants, que poden, aixi,
connectar de forma molt directa amb e problema.

2. Geopla

El geopla fou ideat pel matematic britanic G. Categno. Consisteix en un quadrat de fusta, de
qualsevol mida, sobre € qual es fixen claus a distancia fixa €ls uns dels atres per ta
d aconseguir un reticle d'n x n punts (cada clau és un punt). EI més frequient és el de 25 punts,
tot i que es dtres son igualment interessants. Ara mateix, es poden trobar també models en
plastic, ja construits, que no son gaire cars.

Permet d calcul d'arees de figures planes "construides' amb I'Us de gomes elastiques i I'estudi
de I'equivaléncia en area de diverses figures.

Es molt interessant per a treball del problema de la relacio entre arees i perimetres, suggerit
abans.

3. Representacions a escala

Cal tenir en compte que € treball amb representacions a escala és molt important de cara ala
resolucié de problemes reals darees i volums. Es poden calcular arees (i volums, si és necessari
i, a més, es tenen dades sobre les altures 0 s es té I'dcat) de pisos, locas, piscines, aules,
edificis, termes municipals, territoris, parcs naturals, paisos, €etc.

4. Tangrams

El cacul de les arees de les peces que componen un tangram -amb mesura directa i amb
mesura indirecta, fent Us de formules- és un exercici interessant.
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5. Instruments de mesura

L'Gs d'instruments de mesura és molt recomanable en multitud de problemes. Ca pensar a fer
servir cintes métriques, regles mil-limetrats, peus de rei, mesuradors d'infrarojos, etc.

6. Desenvolupaments plans

Els desenvolupaments plans fets amb paper 0 amb Creator pels mateixos alumnes €l's gjudaran
molt en & cacul darees de figures tridimensionals, a la vegada que €els fara millorar la
comprensi6 de "l'estructura’ d'aquests cossos.

7. Immersio d'objectes en aigua

L'estimacié de volums es fa més dificil que la darees. Una possbilitat interessant, €
desenvolupament de la qual caldria pactar amb el departament de ciéncies experimentals,
consisteix a submergir objectes en aiguai calcular €l's volums desplacats.

8. Objectesi llocs quotidians coneguts

El clcul dareesi volums d'objectes reals és especialment interessant. S esmenten aqui alguns
exemples:

- Esferes: pilotes de tenisi de tenis taula, de futbol i d'handbol, lalluna, laterrai € sol.

- Cilindres: tubs de medicines, envasos de pilotes de tenis, llaunes, canonades, monedes,
cigarretes, cilindres de motors, etc.

- Cons: llapis, paperines, cucurutxos de gelat, tendes de campanya, etc.

- Poliedres i atres cossos. maons, tetrabriks, capses diverses, objectes i materias de
construccio, baguls, femelles, cargols, l'aula, l'ingtitut, edificis, les piramides d'Egipte,
el Parteno, etc.

5.3. ALGUNES IDEES RELATIVES A LA JUSTIFICACIO DE FORMULES

El professorat de matematiques s ha de plantgjar si és necessari donar justificacions, que no convé
confondre amb les demostracions rigoroses, de les formules d'arees i volums que es vol que retinguin o
coneguin els dumnes. D'acord amb |’ opini6 d'alguns experts, com ara Emma Castelnuovo, val la pena
d'esmercar un temps en aguestes justificacions, que faran les formules més plausibles i entenedores per
als estudiants.

A continuaci6 es donen algunes idees per a aquestes justificacions.

5.3.1. Poligons

No és dificil donar justificacions no rigoroses per al calcul d'arees de rectanglesi triangles. Si convé, es
pot passar, a més, pel paper mil-limetrat o quadriculat. Tampoc no sera dificil passar després a
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judtificar formules per a tot tipus de figures poligonals planes o per a's desenvolupaments plans de
poliedres, fent, s cd, triangulacions.
5.3.2. Cercles

En & cas dd cercle, espot recorrer aun pas al limit -fet sense rigor- per ta de justificar la férmula
de I'area. Esquematicament, es diria: “imagineu e cercle compost per infinits triangles, tots d'dturar;

les seves bases mesuren, en total, 2pr; per tant I'area del cercle és %( 2pr - r) = pr®”. En aquest cas
també es pot recdrrer, si cal, al'is de paper mil limetrat, com a pas previ.

5.3.3. Volums
Per a's volums es tenen el's recursos seglients:
i) Mesures directes per immersié
Recurs de laboratori només aplicable a objectes petits i amb €ls inconvenients coneguts de la
disponibilitat dels laboratoris.
i) Descomposicid
Laidea consisteix a descompondre el's cossos en peces de volum facilment calculable.
Per exemple, per a una piramide de base quadrada, es considera un cub de costat a, la formula del
volum ddl qual ésfacil de judtificar; € cub conté exactament 6 piramides, una per a cada cara, i, per

tant:

a _

amide) = & =L 2.8 -1
V (piramide) = 6 —3a"5= 3(areabase) X (atura)

iii) Usdd principi de Cavalieri
L’anomenat principi de Cavalieri (de Bonaventura Cavalieri (1558-1648), jesuita nat a Mila,
deixeble de Galileu) pot tenir forca ut[l itat a secundariai aixi ho manifesta Emma Castelnuovo que €
considera de base forca intuitivac “ Es cert que impressiona trobar en els alumnes les idees de
Bonaventura Cavalieri” .
Heus aqui, aproximadament, la versié original del principi:
"S dos solids tenen la mateixa altura i s les seccions que s obtenen, per plans paral-lels a
les basesi a la mateixa distancia d'dles, mantenen una raé donada, s volums dels solids
també la mantindran.”

Arase'n pot donar una versio més entenedora:

"S dos cossos geomeétrics estan compresos entre plans paral-lds, i totes les seccions
paral-leles tenen sempre arees iguals, aleshores €'s cossos tenen € mateix volum."

El principi, que I’alumnat hauria d'acceptar tot i posant-lo aprova amb exemplesi analogia,
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proporciona un marc per a la justificacio de formules forca fructifer. A més, € principi de
Cavalieri i la seva aplicacio a diverses situacions té un interes intrinsec de cara a l'estimulacio
de laimaginacio geométrica dels estudiants.
Es proposa, a continuacié, un exemple que permet reforcar la plausibilitat de I'asseveracid de
Bonaventura Cavalieri, fent Us d'una situacié andoga en e pla construida amb e programa
Cabri-Géomeétre. A més és molt interessant que I’ alumnat Sacostumi al's raonaments per analogia:
1. Es construeixen dues rectes para lelesr i s.
2. S'agafa un punt mobil sobrer: P.
3. S agafa una base fixa sobre sd'extrems A i B.
4. Estracen els segments PA i PB.
5. S agafen dos punts mobils sobre PA: M i M'.
6. Es construeixen els segments para lelsar (o as) per Mi M: MN i M'N'".
7. S afegeix moviment a la figura: es pot moure € punt P i S obtenen noves disposicions,
com la de la figura que es presenta a continuacio, amb € punt Q ocupant la nova posicio
sobre larecta r; també es poden moure €ls punts M i N. Caldra observar la variacié o no de

les mesures dels segments i & manteniment de I'area constant en els triangles de base AB i
aturah.

EL PRINCIPI DE CAVALIERI EN EL PLA

r

A continuaci6, s exposa un exemple dutilitzacio del principi de Cavalieri que permet calcular €
volum d'una esfera’:

Lucca Valerio vaconsiderar un cilindrederadi Ri atura R amb:

i) Un con (debase Ri aturaR) inscrit en € cilindre.

(%) De fet, aixi € professor Lucca Vaerio va provar, en e segle XVII, que & volum d'un esferaval 4( p r’)/3. El volum de I'esfera, pero, era
conegut des de I'antigor, quan Arquimedes el va calcular fent Us d'arguments semblants al pas a limit.
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i) Unasemiesfera (deradi R) inscritatambé en @ cilindre.

Lucca Vaerio va provar, aleshores, que les seccions paral-leles del con coincideixen, en
area, amb les seccions del cos obtingut considerant € cilindre menys la semiesfera, cos que
€es coneix, a causa de la seva forma, amb € nom d'escudella de Lucca Vaerio o de Gaileu;

efectivament esté
Area d'una secci6 del con = p r?

Areadunaseccio del'escuddla=p R - p (VR?- r?2)2=7R?- n (R*-r?) =z r?

SECCIO PLANA VERTICAL DE L'ESCUDELLA DE GALILEU

SECCIO PLANA HORITZONTAL DE L'ESCUDELLA

Si saplicad principi de Cavalieri es conclou:
Volum con = Volum escudella= Volum cilindre - Volum semiesfera

[, per tant:

Volum semiesfera= Volum cilindre - Volum con = zR2.R- %nRZ.R = %nR3

Aixi s obté, finalment, & volum de I'esfera:

Volum del'esfera = %nR3
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5.3.4. L'area de l'esfera

Pel quefaal’areade |’ esfera, es pot fer un raonament anaeg al fet per al’areadel cercle. Es considera
I esfera composta d'infinits cons d’ altura R; I’ area total de les bases dels cons és laincognita S Donant
per coneguda laférmuladel volum del coni ladel’ esfera, esté

Volum del'esfera = %nR3= % SR

S sdllaSs obté

Areadel'esfera=S=4p R

5.4. EXEMPLES | PROPOSTES

S exposen, a continuacid, cinc exemples d' activitats amb alumnes.

5.4.1. UNA SITUACIO-PROBLEMA
Aquest primer exemple consisteix en una situaci6-problema relacionada amb e calcul d’ arees.
Pintar I'escola o I'institut

Imagineu que sou un grup d'dumnes que sofereix a pintar e centre per tal de finangar part del
viatge d'estudis.

Heu de fer un pressupost i heu de calcular un termini d'execuci6 de lafeina; més concretament:

1) Heu trobat pintura blanca que té un rendiment de 5 m? per kg i que val 5 euros & pot de 5
kg. Cal donar dues capes de pintura. Qué us costara la pintura?

2) Si com a mitjana una persona pot pintar 10 m? per hora, tenint en compte les dificultats que
comporten els marcs de portes i finestres que no es poden tacar, quantes hores caldra
esmercar-hi? Entre quants i durant quants dies deixareu llestalafeina?

3) Feu € pressupost assignant un preu a cada hora treballada.

L’ activitat esta pensada per desenvolupar-la en grups de treball. Es evident que € plantejament d'una
activitat com aquesta comporta algunes dificultats d'organitzaci6 que caldra valorar abans de
posar-shi:

a) Es disposara del temps necessari per fer-la bé?
b) Es disposara dels materials adequats per dur-la aterme?

c) Es podra controlar lafeina dels grupsi dels alumnes de manera efectiva?
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S no es pot respondre afirmativament aquestes qliestions, I'activitat quedaria coixa i perdria, en gran
part, el seu sentit.

S sesquematitza I'activitat segons la ja classica proposta de Polya, relativa a la resolucié de
problemes, caldra tenir en compte que la fase | -de comprensié del problema i la fase Il -de
plantggament i estratégies- shaurien de fer al'aula. Lafase |11 -d'execuci6- comportaria treball fora de
['aula. Finalment, lafase IV -derevisid i conclusions- shauria de fer novament al'aula.

A continuacié es comenten les quatre fases de Polya. Sembla preferible treballar les dues primeres
fases conjuntament, ja que interaccionen I'una amb 'altra.

Fasel: Comprensi6 del problema
i Fasell: Plantgjament i estrategies

Un cop es tenen els alumnes organitzats en grups se'|s ha de donar una estona perquée estudiin
I'enunciat i comencin arecollir ales seves llibretes |les observacions que considerin necessaries.

El fet que una dada imprescindible -la superficie total a pintar- no consti a I'enunciat pot
provocar algunes pertorbacions, perqué estan massa acostumats que se' s donin totes les dades.

Evidentment, han d'arribar a la conclusié que cal obtenir aquesta dada i que han de dissenyar
una estratégia fiable per aconseguir-la

Pot ser molt interessant demanar als grups que facin estimacions mentals raonades tant de la
superficie total a pintar, com del pressupost final o del temps d'execuci6. Després, alafase |V,
caldra contrastar les estimacions mentals amb les reals.

Pel que fa a I'organitzaci6 practica de la mesura de la superficie a pintar, sera bo deixar-los
inicidment plena llibertat de propostes per tal d'arribar a conclusions conjuntes amb tot €
grup-classe, després d'una discussio.

Les conclusions necessaries poden ser |es seglients:

a) Llista de materials necessaris: instruments de mesura, escales, etc.

b) Organitzacio efectiva de I'amidament: repartiment dels espais a amidar entre els
grups. Pot resultar interessant que cada zona sigui amidada per dos grups de cara a
controlar errades.

c) Organitzacié de larecollida de dades. Notacio a utilitzar. Unitats.

Si cal, espot fer un assaig inicia al'aula abans que els grups comencin la seva actuacio.

Faselll: Execucio del'estrategia
Una vegada tinguin la dada que els mancava, no és de preveure que hi hagi dificultats per

calcular, amb agunes senzilles regles de tres, els quilograms de pintura necessarisi e preu que
tindran.
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Tampoc €els ha de ser dificil cacular les hores necessaries per a I'execucio. De fet, aqui, €
problema que tindran és que €ls caldra decidir pel seu compte amb quanta gent ho fan i quantes
hores treballen diariament. La redaccié final del pressupost també comportara alguna
dificultat.

Fase |V: Revisié deles solucionsi conclusions

Com ja s’ha comentat, en aquesta fase és interessant que els alumnes contrastin les seves
estimacionsinicials amb els resultats finals.

També caldra fer una revisio critica de tot e procés, sobretot de I'organitzacié, per tal de fer
propostes que e puguin millorar.

5.4.2. ESTIMACIONS

El segon exemple que Sexposa es refereix a fer estimacions d'arees i volums. Saber estimar
correctament areesi volums pot ser d' utilitat ala vida quotidiana. A més, és un exercici que en genera
resulta engrescador per a I’alumnat a causa de la claredat del plantgament i la immediatesa dels
objectius.

a) Feu una estimacio sense emprar cap instrument de mesura, com ara regles o cintes
meétriques, de les arees dels objectes o llocs seglients. Expliqueu clarament € raonament que
feu per ta d'arribar ala vostra conclusié. Aneu amb compte amb les unitats!:

- areadelavostraaula

- areade lavostrataula

- areade lataula del professor/a

- areade I'ingtitut

- areadel camp de futbol del Barca
- area d’ una pista de basquet

- aread’'unallaunade refresc o similar
- areadd vostre terme municipal

- area de Catalunya

- areade la peninsulaibérica

- areadd continent europeu

- areadelaterra

b) Feu una estimacié dels volums dels objectes o llocs seglents. Expliqueu clarament €l
raonament que feu per arribar ala vostra conclusié. Aneu amb compte amb les unitats!:

- volum de lavostra aula

- volum de lavostra taula
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- volum de lataula del professor

- volum de I’institut

- volum del camp de futbol del Barca

- volum del palau Sant Jordi de Barcelona
- volum d'una llauna de refresc

- volum de laterra

- volum de lalluna

- volum dd sol

5.4.3. DOS EXEMPLES DE LA MATEMATICA LUDICA

La matematica Iadica és un magnific context de treball, practicament a tots els ambits de la
matematica. Es |’ ocasio de citar-ne un del's seus grans mestres, en Martin Gardner:

“ Sempre he cregut que el millor cami per fer les matematiques interessants als alumnesi als
profans és e que consisteix a apropar-shi a través del joc. En nivells superiors, les
matematiques poden ser mortalment seriosesi han de ser-ho. En nivellsinferiors, pero, no és
possible motivar cap alumne a aprendre, per exemple, la teoria de grups, dient-li que la
trobara meravellosa, estimulant o finsi tot Gtil si algun dia arriba a ser un fisic especialitzat
en particules. EI millor métode per mantenir despert un estudiant consisteix segurament a
proposar-li un joc matematic que I'intrigui, un passatemps, una broma, una paradoxa, un
model, un trencaclosques o qualsevol de les mil coses que els professors avorrits solen
refusar perqué pensen que son frivolitats.”

S exposen, a continuacio, un parell d’exemples en I’ambit de la mesura d’ arees:
1. Donades les figures 1 i 2 que podeu veure a continuacio: @) Quina superficie és més gran, la

del quadrat interior o la compresa entre el quadrat interior i € quadrat exterior (fig. 1); b) Quin
rectangle és de superficie més gran? (fig. 2)

FIGURA 1
A' D
A D
B C
B c
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FIGURA 2 F

D

A B

2. Observeu les figures seglients. a primer cop d'ull les quatre peces en que queden dividits €
rectangle i € quadrat son iguas; d'altra banda, €l rectangle conté 5x13 = 65 quadradetsi €
quadrat en conté 8x8 = 64. Que és & que passa? Potser aixd demostra que 64 = 65?

<<
N
/
/
/
I
/
/
/
/
/
/
/
A

5.4.4. EQUIVALENCIA D’AREES
En primer lloc se suggereixen dues activitats relacionades amb €l geopla:

1. Construcci6 de figures d'area equivalent amb € geopla de 25 punts.

Construiu totes les figures de perimetre 12 que pugueu i calculeu-ne les arees corresponents.

Indicacio: compte! Noteu que podem construir figures de perimetre 12 a base de rectangles o
quadradets -que son facilment intuibles-; considereu també, perd, les figures que es poden fer
amb €l triangle pitagoric de costats 3, 4 i 5.

2. Investigacio amb e geopla de 25 punts.

Investigueu la formula que dénal’ area d’ un poligon en funcié dels punts que inclou lafigura
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Indicacié: aguesta férmula és coneguda com a férmula o teorema de G. Pick, segons la qual
I’area d’ un poligon en un geopla és igual a nombre de punts interiors més e nombre de punts
frontera menys un.

En segon lloc, es proposen dos problemes de quadratura -la del rectangle i la del triangle equilater- i un
problema de duplicaci6. Només € darrer problema és senzill. Els atres poden resultar, en generd,
massa complicats per als alumnes sense gjuts clarsi constants. Tot i aix0, son interessants.

Les construccions es poden fer amb regle i compas 0 amb € programa Cabri-Géométre.

S'ha optat per presentar dues solucions a problema de la quadratura del rectangle. De fet, en tots dos
casos es tracta de construir amb regle i compas el nombre que dona I’ arrel quadrada del producte a - b.
La primera construccié parteix de consideracions agebriques, la segona, en canvi, és de caire
geométric i es fonamenta en el teoremade I’ tura

1. Donat un rectangle, construiu un quadrat que tingui la mateixa area amb regle i compas o
amb Cabri-Géometre, cosa que equival atrobar la quadratura del rectangle.

Aquestes en son les dues solucions:

soLuciO 1

\/ E

Agafem AE=atb, trobem el punt mitja M del segment AE i construim la circumferéencia de
centre M i radi (a+b)/2. Aleshores, considerem €l triangle rectangle d' hipotenusa a+b i catet
a-b (AP=a-b = I'altre catet del qual és el doble del costat que cercavem.

Y 7T\,
O

Prenem AE=a+hb, construim €l punt mitja d' aguest segment M i tracem la circumferéncia de
centre M per Ai E. apliquem el teorema de |’ altura al triangle APE.

SOLUCIO 2
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2. Donat un triangle equilater construiu un quadrat que tingui la mateixa area amb regle i
compas 0 amb Cabri-Géomeétre, cosa que equiva atrobar la quadratura del triangle equilater.

Aquestan’és la solucio:

Transportem I’ altura OB sobre la recta per Ai C; trobem €l punt mitja M del segment AP i
tracem la circumferéncia de centre M que passa per Ai P. Si apliquem €l teorema de I’ altura
al triangle rectangle AQP, constatem que QP és el costat del quadrat que cercavem.

3. Donat un quadrat, dibuixeu amb regle i compas un quadrat d'area doble (aix0 equival ala
duplicaci6 del quadrat).

Aquestan’és la solucio:

5.4.5. TREBALL AMB REPRESENTACIONS A ESCALA

Aquest darrer exemple esrefereix ales representacions a escala, imprescindibles ala vida quotidiana.
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Us han parlat d’'un apartament ala vora del mar i esteu interessats a comprar-lo. Només I’ heu
pogut veure molt de passada, perd us ha agradat forca. Us han lliurat una fotocopia una mica
mamesa del pla de la casa, que fa constar només les mesures de superficie, perd no les
mesures lineals. Com podeu esbrinar-les? Quina és I'escala ddl pla?

1"’ o
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-—— 8 :
/, cisd Ex s Rrs5d S ol
/ 00m2 1=
/ S.U. 100! ‘SUE%—
® 4 -’
2 L .
i ’ :
% SALA - COMEDOR ~ COCINA ) ’
SU. 2163m?
si. 720m2
6® : ok U
_ W L ‘]y)ﬁn&e
: D anflrfﬁ:
- “\ § = ll\\l\\\\\I\‘II.\“\‘\H\\M\\;I\I\E
4 . i L
oL - | B
s mm\mum.\ununmm? r‘l E &
N

© l'll.. <

-PLANTA BAJA

SUP. CONSTRUIDA 3258mZ (por vivienda )
SUP  PERGOLA 8.60m2 {por vivienda)
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Exercicisi activitats proposades

Organitzeu activitats de treball al’ aula d’acord amb les idees o propostes seglients:
1. Calcul del'area del terme municipal del vostre centre d'estudi.

2. Célcul del volum d'aigua necessaria per tal d'omplir una piscinareal.

3. Donades les dimensions del corré d'una piconadorai la velocitat que assoleix, estudieu €l
temps que trigara a piconar una carretera determinada.

=

Problemes de geometria

S afegeixen tres problemes. Com en s capitols anteriors, podreu trobar les solucions a
I”annex 3:

Enunciat 8 (teorema de Cross)

Agafeu un triangle qualsevol T. Construiu un quadrat sobre cada costat i uniu-ne els
vertexs lliures. Obtindreu tres triangles més: T', T" i T". Demostreu que €ls quatre
triangles tenen la mateixa area.

Enunciat 9

Proveu que I’ Gnic triangle -sigui del tipus que sigui- amb €ls costats enters i tal que
I’area coincideix amb € semiperimetre és € de costats 3, 4 i 5.

Enunciat 10

Només hi ha dos triangles pitagorics les arees dels quals coincideixin amb €s seus
perimetres. Trobeu-los.
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6. UN COP D'ULL A ALGUNS TEMES I

En aquest capitol s han reunit quatre temes ben diversos que només es tractaran de forma superficia, ja
que o no formen part essencia dels curriculums o es coneixen a bastament. Es tracta, doncs, d’'un
capitol amb funcions de calaix de sastre, que permetra comentar tot un seguit de temes sense necessitat
d aprofundir-hi en excés. En primer lloc, es donen idees sobre els moviments en e pla, a continuacié
sobre la trigonometria, la geometria analitica planai les relacions entre algebrai geometriai, finalment,
esfaunaulladaala historia de la geometria

6.1. IDEES SOBRE ELS MOVIMENTS EN EL PLA

6.1.1. INTRODUCCIO

Tot i I'evident interés que tenen les transformacions del pla, tant des d'un punt de vista geomeétric com
des d'un punt de vista didactic, durant forca temps no han format part explicita dels programes
educatius de secundaria. Ara, en e primer nivell de concrecio, es retroben els movimentsen e pla.

Cal constatar que, en canvi, els moviments de I'espai no hi son considerats. Potser caldria pensar si fora
interessant inclour€ls en € curriculum variable.

El primer nivell no fa constar que calgui tractar els moviments des d'un punt de vistarigorés. Més aviat
ca pensar a fer-hi una aproximacié qualitativa, atés que enlloc no es parla de components, ni
d'equacions de |es transformacions, ni tan sols de composicions.

Tanmateix, sembla francament interessant fer aquesta aproximacié intuitiva als moviments del pla que
permetra, més endavant, processos de formalitzacid sobre una base solida

6.1.2. IDEES | SUGGERIMENTS
6.1.2.1. Classificacions

Es interessant poder arribar a fer una classificacio dels moviments a partir de I'experimentacio i de
I'observaci6 (certament, no es podra ser rigorés):

: Translacions

Directesj
i 1 Girs(i smetria central)

|
T

:

. . .I
Moviments rigids

—_——r — —0 — —/

Transformacions del pla |

i

I. ~
] I I Simetries axials
[ Inversos |

i 7 Simetries axials compostes amb unatranslacio

—_—) = — — ——

Homotecies i semblances
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Tot i que no cal tractar les afinitats, potser seria convenient citar-les, sempre des d'un punt de vista
intuitiu, com atransformacions del pla que englobarien les anteriors. Poden introduir-se, per exemple, a
partir de les ombres dels objectes 0 de les distorsions que sobtenen a partir d'un dibuix fet sobre un
suport elastic.

Per tal d'arribar a aquesta classificacio, es pot plantejar a |’ aumnat un seguit de preguntes com ara:
- Quan diem que dos objectes son igual s?
- SOn igudls les dues mans?
- Un objecte i la sevaimatge especular son iguals?
- Dos objectes poden tenir la mateixa formai mides diferents?

- Etc.
A meés, es pot fer un treball previ amb e geoplai amb figures dibuixades o retallades. Per a treball de
les simetries, pot ser interessant fer calcs de figures.
6.1.2.2. Forma de treball
A I'hora de tractar cadascun dels moviments es proposen el's passos seglients:

1. Treball previ intuitiu.

2. Que es conserva? Com es transformen les figures?
3. Quines propietats s observen? Hi ha punts fixos?
4. Treball amb Cabri-Géomeétre.

5. Recull de conclusions: noci6 de vector (per ales trandacions), angle i centre de gir (per as
girs), eix de simetria (per ales simetries axias).

6. Composicio de moviments.

L’estudi de les pavimentacions del pla és un excel-lent context per a trebal globa dels moviments
(vegeu I’annex 3).

6.1.3. EXEMPLES DESENVOLUPATS

A continuacio es presenten dos exemples per a treball dels moviments amb € programa Cabri.

EXEMPLE 1. CONSTRUCCIO D’'UNA SIMETRIA AXIAL

Aquesta activitat shade fer amb el programa Cabri-Géométre (vegeu I’ annex 1).
Lesindicacions en cursiva son només per a professorat.
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Continguts que es treballen amb ['activitat

i) Construccio de punts Simétrics,

i) Construcci6 de segments Simétrics;
iif) Construccio de rectes smétriques,
iv) Construccio de poligons simeétrics;

V) Propietats de les simetries axials.

Instruccions per al’'alumnat (part I)
Caldria suprimir del meni I'opcié "Punt simétric' abans de fer aquesta part de l'activitat. Es
possible suprimir qualsevol de les opcions que presenta € programa Cabri-Géométre amb la
instruccio “ Opcions, Configuracio de les eines’ ; amb aquest quadre de dialeg obert cal arrossegar
la instruccié que es vol suprimir i prémer retrocés. Després es pot recuperar sense problemes la
configuraci6 original amb la instruccié “ Ajustos originals’. També pot ser convenient afegir una
contrasenya per evitar modificacions no desitjades.

1. Dibuixeu unarectai anomeneu-las.

2. Dibuixeu un punt qualsevol P.

3. Traceu la perpendicular per Pasi anomeneu-lat.

4. Determineu € punt d'interseccié de si t: P'. Aquesta és la projeccio ortogonal de P sobre s.

5. Determineu un punt P", situat sobre t, de tal manera que la distancia PP' sigui igua que la
distancia P'P". Aquest és el simétric de P respecte as.

6. Elaboreu una macroconstruccié que construeixi punts simeétrics respecte a una recta.

7. Poseu a prova la vostra macro amb més punts.

Instruccions per a I’'alumnat (part Il)
1. Dibuixeu unarecta qualseval s.
2. Dibuixeu un triangle qualsevol PQT.

3. Trobeu els simétrics dels seus vertexs respecte de s. Uniu-los i compareu els triangles. Els
podeu fer coincidir?

4. Dibuixeu un poligon concau de 10 costats i anomeneu els seus vertexs amb les lletres A, B, C,
D,E,F,GH,1iJd
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5. Trobeu els punts simeétrics respecte de si, unint-los i anomenant-los, € poligon smétric.

6. Amideu els costats i s angles dels dos poligonsi vegeu-ne les coincidencies.

EXEMPLE 2. APLICACIO DE LES INSTRUCCIONS DE MOVIMENT DEL PROGRAMA
CABRI-GEOMETRE I

A) Translaci6 de vector v

1. Construiu un vector v.
2. Construiu un poligon qualsevol.
3. Apliqueu lainstruccioé translacié del menu d poligon.

4. Modifiqueu € vector a partir del seu punt d’ aplicacio i observeu e moviment del poligon.

TRANSLACIO DE VECTOR V

rﬂffﬂ,#,Eﬂ,ﬂrfﬂfﬂff”ﬂ’* POLIGON TRASLLADAT SEGONS V

POLIGOR

B) Gir de centre O i angle de gir A

1. Construiu una circumferéncia.

2. Agafeu dos punts sobre la circumferénciai traceu els radis que determinen.

3. Determineu I'angle que formen els dos radis i mesureu-lo en graus sexagesimals.
4. Construiu un punt O que sera el centre de gir.

5. Construiu un poligon qualsevol.

6. Apliqueu lainstruccio gir del menu al poligon.

7. Modifiqueu I'angle de gir movent un dels punts agafats sobre la circumferénciai observeu el
moviment del poligon.
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GIR D'ANGLE A | CENTRE DE GIR O

6.2. TRIGONOMETRIA PLANA
6.2.1. IDEES | SUGGERIMENTS

Nomeés es donen unes breus indicacions que son, en general, de sentit comu:

1. En d trebal amb mesures angulars shauria de comencar directament pels graus
sexagesmals, fer servir e transportador d'angles i no atabalar I'aumnat amb les atres mesures
angulars fins que no hi hagi dubtes amb la mesura sexagesimal. El treball amb radiants s hauria
de deixar per als batxillerats.

2. Per ta de definir & concepte de rad trigonométrica, pot ser recomanable que I'aumnat
comprovi experimentalment, per exemple amb Cabri-Géométre, que les proporcions que
defineixen les raons trigonomeétriques en un triangle rectangle sbn constants i que no depenen del
triangle triat. Després, cadria donar la definicié formal en un triangle rectangle i emprar la nocié
de semblanca per tal de veure'n la independéncia respecte del triangle triat. La circumferéncia
trigonomeétrica s hauria de reservar, potser, per as batxillerats.

3. En e batxillerat és important que els dumnes i les alumnes s acostumin a trebalar amb la
circumferencia trigonometrica. En primer lloc, caldra fer-los veure que les definicions de les
raons trigonometriques que sobtenen a partir d'aguesta circumferencia generalitzen les
definicions classiques que coneixen de I'ESO. També caldra que la facin servir per trobar
relacions entre les raons de diferents angles -complementaris, suplementaris, etc.- i per deduir
férmules trigonometriques de reduccié a primer quadrant. La memoritzacio d aquestes formules
no té cap mena de sentit.
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4. Es necessari que I’alumnat aprengui a fer Us de la calculadora en sentit directe i també en
sentit invers, ja des de I'ESO, i aix0 es pot fer perfectament sense que coneguin les funcions
trigonométriques i les funcions ciclometriques. En €l batxillerat caldra aprofundir-hi per tal que
I’adumnat entengui perfectament les dades que subministra la cal culadora.

5. Cal anar amb compte en utilitzar les formules trigonométriques. Si no les han d’emprar sovint,
no en veuran la utilitat. Cal donar-ne poques (sinus i cosinus de la suma poden ser suficients),
demostrar-les en casos senzillsi fer-ne un s abundds.

6. S & nombre daumnes ho permet, ca fer treball practic de camp que aportara una
significaci6 claraatot e tema.

7. L’alumnat té greus dificultats a I’ hora de resoldre equacions trigonométriques. Es necessari
que atorgui un significat a les equacions i, per tant, caldra contextualitzar-les sempre que sigui
possible. Cal assegurar I'aprenentatge dels metodes per resoldre equacions senzilles i per
escriure’ n lesinfinites solucions.

8. L’aumnat no sol tenir dificultats a I"hora de resoldre triangles. Les vertaderes dificultats
rauen en latraduccié d enunciats o en la modelitzacié matematica de situacions reals, fent servir
latrigonometria.

6.2.2. RIGOR | DEMOSTRACIONS

Cal ser rigorés quan es fa trigonometria a secundaria? Fins a quin punt? Quines férmules ca
demostrar? Quines demostracions serien admissibles? Com s han d’ emprar |es notacions?

Es convenient que & professorat es faci aguestes preguntes abans d'iniciar la docéncia d aspectes
relacionats amb la trigonometria. Les respostes no son senzilles. D’ una banda, es pot pensar que va la
pena sacrificar tot € rigor ala comprensié intuitiva dels conceptes. D’ dtra banda, s no s ésrigoros, es
poden tergiversar agunes situacions.

A continuacio es presenten algunes cites per afavorir aquest debat:

"Les demostracions matematiques, com els diamants, son dures i, a la vegada, clares' (cita de
John Locke recollidaa“El universo de las mateméticas’ de William Dunham).

“La demostracié és un idol a davant del qual € matematic es tortura’ (cita de Sir Arthur
Eddington que apareix aL’enigma de Fermat).

"La demostracio és la cola que manté enganxades totes les matematiques' (cita de Michael
Atiyah recollidaa“El universo de las mateméticas’ de William Dunham).

“Els matematics son coneguts pel fet de ser primmirats i pel fet d exigir demostracions
absolutament precises abans d’ admetre cap afirmacié” (Simon Singh a L’ enigma de Fermat).

“Un astronom, un fisic i un matematic (es diu) eren a Escocia de vacances. Per la finestra del
tren van veure una ovella negra que pasturava enmig d'un camp. “Que interessant”, va
observar I’astronom, “totes les ovelles escoceses son negres!” A la qua cosa e fisic va
respondre, “No, no! Algunes ovelles escoceses son negres.” El matematic va mirar a cel amb
aire suplicant, i vadir: “A EscOcia existeix almenys un camp, que conté aimenys una ovella, un
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dels costats de la qual almenys és negre’ (lan Stewart a Conceptos de la matematica
moderna).

"Sha fet totalment impossible tracar una linia entre les matematiques i la logica; de fet, les
dues formen una unitat" (cita de Bertrand Russell recollida a El universo de las matematicas
de William Dunham).

"Els matematics mai no podem posar per escrit € procés complet de raonament en una
demostracié. Hem d'optar per un resum de la demostracié que sigui suficient per convencer una
ment adequadament ingtruida’ (cita de Bertrand Russell recollida a ElI universo de las
matematicas de William Dunham).

"Una demostracié és una argumentacio curosament elaborada dins les regles de la logica, que
és irrebatiblement convincent des del punt de vista de la validesa d'una afirmacié” (William
Dunham a El universo de las mateméaticas).

“El métode de reductio ad absurdum, que tant complaia Euclides, és una de les armes més
fines que pot emprar un matematic. Es un gambit molt més formés que qualsevol dels que pot
oferir € joc dels escacs. Un jugador d'escacs pot sacrificar un ped o fins i tot una peca, un
matematic, pero, sacrifica la partida completa” (G. H. Hardy a Autojustificacion de un
matematico, 1967).

No sha de posar en dubte que les demostracions son una part essencia de les matematiques.
Tanmateix, no és clar que siguin adequades per a secundaria. Es possible que I’ alumnat no entengui les
demostracionsi, finsi tot, que no entengui la necessitat ni I’ interés de demostrar les coses. Hi ha el risc
gue la insistencia en les demostracions provoqui un efecte advers, de rebuig, d'incomprensié que €s
porti a dubtar de les seves capacitats.

D'altra banda, potser s ha de tenir en compte que la necessitat de demostrar, que té una gran tradicié a
occident i que ara mateix ens sembla consubstancial amb les matematiques, no ha estat sempre
considerada. Els antics matematics orientals de la Xinai de I'india no veien per qué calia demostrar les
coses. Quan trobaven una “veritat” matematica es limitaven a admirar-la, com una obra d'art, com un
poema.

Sembla clar també que € professorat haura de distingir entre 'ESO i e batxillerat. A |'etapa
obligatoria, la tipologia de I'dumnat i la seva maduracié porten a pensar que no té gaire sentit fer
demostracions ni exigir rigor en les notacions. Al batxillerat també sera convenient distingir entre
I’alumnat de les opcions de cienciesi I’aumnat de les opcions de socials.

En qualsevol cas sembla aconsellable donar unes primeres passes en aquest ambit mental que és part
cabdal de I'activitat matematica, i latrigonometria pot ser un context excel -lent per fer-ho.

Quan s han de fer demostracions a trigonometria, e professorat s ha de plantgjar s val la pena fer
servir e concepte de producte escalar de dos vectors o ho.

Vegem, per exemple, dues demostracions del teorema del cosinus. La primera només fa servir €

teorema de Pitagores i la definicid classica de cosinus. La segona es fa a partir de la nocié de producte
escalar de dos vectors.
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Demostracio A

c-cosb i & - ccosb

—_—— — o — —

——— X ——

Apliquem € teorema de Pitagores a triangle rectangle AMC:
b2=h?+(a- c-cosB)?=h?+a?+c?- cos’B- 2ac- cosB

Apliquem € teorema de Pitagores a triangle rectangle AMB per tal de calcular h%
h?=c?- ¢?-cos’B

Substituim ala primera expressio:

b?2=h?+a?+c?-cos’B- 2ac-cosB=c?- c¢?-cos?B+a?+c?- cos’B- 2ac-cosB =
=a*+c?*- 2ac-cosB

Concloem, doncs que:

lb2=a?+c- 2ac-cosB |

Demostracié B

Considerem els vectors definits pels costats i les seves normes:
» » £ . - .
HCAH =b; HBAH = c;HBCH =a; (vegeu € dibuix ala pagina segiient)
Tenim laigualtat vectorial:

B B W
CA=BA- BC
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B

»
Volem calcular e quadrat de la normadel vector CA:
BIIZ B® B B B R By P BD BB R B
b?= HCA =CA-CA=(BA— BC)-(BA— BC) =BA-BA+BC-BC- 2BA-BC=
=c?+a?- 2ca-cosB

Per tant:

lb2=a?+c- 2ac-cosB |

Tot i que la segona demostracio es pot considerar més elegant 0 més adequada a la matematica
axiomatica, una gran majoria dels dumnes només entendran la primera. Ca pensar, doncs, que a
secundaria seria preferible fer servir arguments elementals sempre que sigui possible.

6.2.3. UN EXEMPLE DE TREBALL DE CAMP

Per fer treball de camp I'ideal és disposar de teodolits (n’hi ha d’ Us estrictament didactic que sdn prou
economics). Si aix0 no és possible, I'aumnat pot construir instruments per mesurar angles. només cal
un cercle graduat i una plomada. L’ instrument, tot i ser rudimentari, permet fer mesures correctes.

90°

Plomada

117



Amb una cinta métricai € petit quadrant construit pels alumnes, es pot sortir a observar algun edifici
dd qua es vulgui esbrinar I'dtura. Es resolen els triangles rectangles de I'esquema amb les dades
obtingudes a l'observacio -a, b, hi ladistanciaentre Ai B:

—O~-TTmT—om

En primer lloc escalculaai s obté, finAment: H=a + h.

Pot resultar molt interessant utilitzar eines estadistiques, estudiar els errors comesos per aguns
alumnes o grups d'alumnes en les seves mesures i reflectir laimportancia d'un treball cientific, apuntar
tot € que es fa per deduir després els possibles errors, ser meticul6s amb la feina, presentar es
resultats, etc.

6.3. GEOMETRIA | ALGEBRA | GEOMETRIA ANALITICA

6.3.1. INTRODUCCIO

La geometria analitica va irrompre amb forca en € mén de les matematiques en € segle XVII amb les
aportacions que van fer Descartes i Fermat. Tot i que caldria repartir € mérit a partsiguals, va ser €
primer qui es va perpetuar com € pare de la geometria analitica, sobretot a causa de la gran difusié de
les seves obres.

Descartes va publicar € Discurs del Métode I'any 1637 amb un apéndix titulat Geometria. Descartes
hi diu:

“Tot problema de geometria es pot reduir facilment a termes tals que un coneixement de les
longituds de certes rectes és suficient per a la seva construccio... | no dubtaré a introduir
aguests termes aritmétics a la geometria.”

L'Gs de coordenades era ja habitua en cartografia des de feia segles. La geniditat de Fermat i de
Descartes fou la de traspassar aquestaidea ala geometria.

En les darreres décades, fonamentalment a causa del menyspreu per als Elements d'Euclides, que es
veien com una branca morta de la geometria, per part d'algunes escoles de matematics, vam assistir ala
preponderancia absoluta de la geometria andlitica en els programes de secundaria. Aixi, I'dgebra va
engolir la geometria inopinadament.
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Aramateix, amb €s nous programes de secundaria obligatoria de la LOGSE i de la LOCE, la situacio
ha canviat forga, fins al punt que en e primer nivell de concrecié trobem poca geometria analitica.
Aquesta part de les matematiques es reserva fonamentalment per as aumnes dels batxillerats de
ciencies.

Tot aix0 no treu que I'etapa de secundaria obligatoria és un excellent moment per comencar a
descobrir els lligams entre I’dgebrai la geometria

6.3.2. IDEES | SUGGERIMENTS

Com en € cas de la trigonometria, només es donen unes breus indicacions per a tractament de la
geometriaanaliticai dels Iligams entre la geometriai I’ dgebra

1. Es molt important que I’alumnat o' ESO Sacostumi a traduir problemes geométrics al
[lenguatge algebraic. A més, la geometria pot proporcionar un context idoni per a treball amb
equacions i sistemes de primer i segon graul.

2. Pot ser interessant fer veure as estudiants que €ls gedmetres grecs no tenien les versions
algebraiques dels problemes i del's teoremes que es tenen arai que, d'aguesta manera, tot és molt
meés facil.
3. La introduccié del concepte d'equacid d'una recta pot fer-se des de tres vies, que son
compatibles:

a) apartir de larelacié de dependéncialined i afi entre variables;

b) directament a partir de les coordenades dels punts (vegeu I’ exemple del 6.3.3);

c) apartir de lanoci6 de coordenades i de la de vector.

En qualsevol cas, € lligam entre les tres versions s hauria de treballar forga.

4. Els conceptes fonamentals de la geometria analitica plana son:
a) € de coordenades d'un punt;
b) el de vector Iliure determinat per dos punts;

c) € que permet relacionar |’ equacio d' una recta amb un conjunt de punts.

5. Cd tenir en compte la confusid habitua entre coordenades d'un punt i components d’'un
Vector.

6. Caldra parar una atencié constant a la traduccié agebrica de les situacions geométriques i
també a procés invers, de traducci6 geométrica de les situacions algebriques. Certament, la
resolucio grafica de sistemes lineals sha de considerar també del maxim interés a I'hora de
relacionar la geometriai I'algebra.

7. El programa Cabri pot ser un instrument complementari excel-lent per a treball de la
geometria analitica plana.
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8. En € batxillerat sembla aconsdllable fer un treball intens amb vectors -dd pla (a primer) i de
I’espal (a segon)- que donara molta agilitat per resoldre tota mena de situacions geometriques.

9. Laditinci6 entre geometria afi i geometria métrica, i € treball amb sistemes de referencia no
ortonormals no és essencia en aguesta etapa.

10. El concepte de pendent d’unarectai € treball amb I’ equacié punt-pendent son especialment
importants ja que permetran afrontar el concepte de derivada amb més seguretat.

11. La geometria de I'espai comporta més dificultats ja que alguns alumnes no tenen
desenvolupada prou ampliament la seva imaginacio espacial. L’Us de la mateixa aula com a
espal d' exemplificacié pot donar bons resultats.

12. En € cas de la geometria de I’ espai, caldra tenir en compte que I’ analogia amb la geometria
plana pot portar a confusions a alguns alumnes. Quan s estigui treballant la geometria de I’ espai
convindria, a ser possible, intercalar agun exercici de geometria plana que permeti fer les
comparacions i les distincions que calgui.

13. Com en € cas de la geometria plana, és essencial treballar la traduccié dd llenguatge
algébric a llenguatge geomeétric i viceversa. La interpretacié geométrica dels sistemes lineals

amb tres incognites comporta greus dificultats per a una majoria d’ alumnes. Es necessari fer un
treball especific amb forca exemples.

6.3.3. EXEMPLES

6.3.3.1. Punts i coordenades. Introduccio intuitiva a la idea d'equacié d'una recta en
el pla

(La introducci6 de coordenades shauria de relacionar amb la cartografia per fer-la més entenedora a
I’alumnat.)

1. Representeu els punts de coordenades (1,3) ; (2,6) ; (4,12) ; (-1, -3) i (-3, -9).

2. Qué observeu? Esmenteu altres punts, explicitant les seves coordenades, amb els quals €ls
pugueu relacionar.

3. Representeu es punts (1,2) i (2,4) i dibuixeu la recta que determinen. Calculeu graficament
sis punts més daquesta recta. Quina relacié observeu entre les coordenades x i y? Com
I'escriurieu en forma d'equacio?

4. Larectade |'apartat 1 també reuneix els punts que compleixen una mateixa equacio. Quina és
aquesta equacio?
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5. Representeu les rectes dels apartats anteriors en un mateix sistema de coordenades. A quin
punt es tallen? Podrieu haver conegut aquest punt sense haver fet € dibuix?

A continuaci6, caldria repetir processos similars per a rectes amb terme independent no nul, per tal
d'anar a parar alanoci6 d'equacio dunarectaen € pla.

6.3.3.2 Dos exemples amb Cabri

Aquestes activitats es poden fer amb alumnat de primer de batxillerat: la primera té I’ objectiu que els

alumnes coneguin alguns dels instruments que els ofereix el programa; la segona consisteix a resoldre
alguns exercicis i problemes amb I’ gjut del programa. Es donen les representacions corresponents a la
primera activitat i a primer problema.

A) Reconeixement dels instruments del programa

1. Empreu la instruccié mostrar eixos del menl per fer aparéixer els eixos de coordenades
cartesianes.

2. Empreu la instrucci6 definir quadricula del ment per fer aparéixer la quadricula de punts
amb coordenades enteres (compte: després de seleccionar lainstruccio, cal seleccionar €ls eixos
de coordenades amb € punter per fer aparéixer la quadricula).

3. Construiu larectar que passapels punts A= (-1,2) i B = (4,0).

4. Amb la instruccié equacié i coordenades del menu trobeu I'equacio de la recta i les
coordenades dels punts.

5. Desplaceu els punts amb € punter i observeu els canvis al’ equacié de larecta.

6. Torneu a la situacié inicial: A = (-1,2) i B = (4,0). Dibuixeu € punt C = (3,3) i traceu la
rectaspara-lelaar per Ci larectat perpendicular ar per C.

7. Determineu € punt d'interseccio de lesrectesr i t: aguesta és la projecci6 ortogonal C' de C
sobrer.

8. Calculeu € pun:g/ % meétric C'’ de C respecte der (amb lainstruccié singéia axial del menu),
calculeu € vector CC' i comproveu que es compleix laigudtat: C' = C' + CC'.

(Vegeu-ne la representaci6 a la pagina seglient)
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Representaci6 (parcial) d’aquesta activitat

B) Resolucié de problemes amb Cabri

Resoleu s problemes seglients amb I’gjut del programa Cabri. Tingueu en compte que en
algun dels apartats és possible que hagueu de fer caculs abans de poder dibuixar. A
continuacio feu laresolucio analiticadel problema.

1. Donatselspunts A= (2,1), B=(-2,2) i C =(0,-2) es demana que:

a) Dibuixeu lamediatriu del segment AB i en calculeu I’ equaci6 explicita
b) Trobeu elstres punts Dy, D, i D3 que formen pard-lelogramsamb ABi C.

¢) Feu un nou dibuix i trobeu els punts que formen quadratsamb Ai B.

(Vegeu-ne la representaci6 ala pagina seglient)
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Representacions corresponents a aguest problema
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2. Donats elspunts A= (1,2), B= (-1, 3) i C =(0,-5) es demana que:
a) Dibuixeu lamediatriu del segment AB i en calculeu I’ equacié general.
b) Trobeu I'ortocentre, e circumcentrei I'incentre del triangle ABC.
c) Trobeu |'area del triangle ABC.

d) Trobeu les equacions de les rectes que contenen els costats del triangle ABC.

B W B W
€) Caculeu AB- ACi AB+BC.
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3. Donada la circumferéncia d'equacié x* + y? + 6x -2y = 0 trobeu:
a) El centrei @ radi. Representeu-la.
b) L’ equaci6 de larectatangent pel punt (0,0).
¢) L'equaci6 d'una circumferencia concéntrica que sigui tangent alarecta x +y = 4.

d) Les interseccions d’ aquesta circumferencia amb la circumferéncia de centre A=(1,1)

i radi r=42.

4. Lacircumferéencia C passa pels punts (1,1) i ( -2, 4). S sabem que € seu centre és sobre la
rectar: x+y =4, determineu-ne I’ equacio. Representeu graficament la situacio.

6.3.3.3. Problemes amb traduccio algébrica

Es proposen, a continuacié, exemples tipics d’ enunciats que admeten una resolucié algebraica després
d un treball geométric:

1. El perimetre d'un triangle rectangle és de 30 cm i la hipotenusa és de 13 cm. Trobeu els catets
i l'area
2. Calculeu les mitjanes d'un triangle rectangle isosceles dhipotenusa 2/2 m.

3. L'aread'un triangle rectangle és de 120 cm? i |a hipotenusa és de 26 cm. Trobeu €ls catets.

4. En un triangle rectangle un catet mesura5 cm i I'alturarelativa a la hipotenusa 3 cm. Calculeu
lahipotenusai I'atre catet.

5. L'dturarelativa ala hipotenusa d'un triangle rectangle la divideix en dos segments de 28 cm i
7 cm. Trobeu els catetsi I'area.

6. El perimetre d'un triangle rectangle és de 24 cm i € radi del cercle inscrit mesura 2 cm.
Trobeu €ls catets.

7. Labase BC duntriangleisosceles mesura 42 cm i € costat AB, 35 cm. Trobeu les aturesi
les mitjanes del triangle.

8. L'apotema d'un triangle equilater mesura 8 cm. Trobeu €l perimetrei I'area del triangle.
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9. Sinscriu un triangle ABC en una circumferéncia de radi 5 de forma que AB és e costat del
triangle equilater inscrit i BC e de I'hexagon. Trobeu els angles A, B i C, classifiqueu € triangle
i calculeu I’ area

10. Untriangle isosceles té 6 cm de base i I'altura corresponent a un costat igual mesura 4,8 cm.
Calculeu-ne l'area.

11. Calculeu I'area d'un triangle equilater sabent que lasumade labasei I'altura és de 10 m.

12. Calculeu es costats d'un rectangle sabent que la seva area és 168 cm? i que la diagonal
mesura 25 cm.

13. Trobeu les diagonals d'un rombe de 5 m de costat i 24 m? d’ area.

14. Els costats d'un paral -lelogram mesuren 51 mi 24 m. La diagonal petita és perpendicular a
costat menor. Calculeu:

a) Ladiagonal menor.
b) L'area del para-lelogram.
c) Ladistancia entre els costats mgjors.

d) Ladistancia entre els costats menors.

15. Les diagonals d'un trapezi rectangle mesuren 26 mi 30 mi la sevaaltura 24 m. Trobeu:
a) Lasevaarea.

b) Les longituds dels segments en que les diagonals queden dividides pel punt
dinterseccio.

6.4. HISTORIA DE LA GEOMETRIA

6.4.1. INTRODUCCIO

Tradicionament, a les classes de matematiques sincideix molt poc en la génes historica dels
conceptes. Aix0 contribueix a donar una visiéo monolitica i estética de les matematiques que no s adiu
amb larealitat. Es necessari que I’ alumnat sigui conscient de I’ evolucio historica de la geometria per tal
que en tingui una imatge dinamica que li permeti veure, a més, que no és una Mmatéria tancada. En
aquest sentit, és convenient fer una mica de divulgacio, amb I’objectiu que els dumnes coneguin
aspectes de la geometriai de les matematiques encara que sigui sense aprofundir-hi, com és e cas, per
exemple, de les geometries no euclidianes.
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6.4.2. IDEES | SUGGERIMENTS

Només s apunten dues idees molt senzilles:

1. Treballar la historia a partir d'activitats i de lectures. No cal pensar, doncs, a fer classes
magistrals d’ historia de les matematiques que poden ser poc aprofitades pels alumnes.

2. No fer tota la historia de cop, anar-la treballant dins de cada tema. Preneu, com a exemple,
el cas exposat en e capitol 3, apartat 3.3.1, relatiu alainscripcio de poligons regulars.

6.4.3. EXEMPLES

Es donen, a continuacio, tres exemples de lectures. Estan pensats per a dlumnes de 4t d'ESO o de 1r de
batxillerat. Alguns apartats es poden fer de forma activa fent Us del regle i del compas o del programa
Cabri-Géometre, per exemple, la primera part de la primera lectura, que es refereix a la biseccio i
triseccio del segment, i a la duplicacio del quadrat. S només se'n fa la lectura amb explicacions, tot
tindra un caracter molt més superficial. En qualsevol cas, és evident que € professor haura d’ aclarir els
dubtes que sorgeixin i, S és possible, oferir exercicisi exemples que ho aclareixin.

Exemple 1: La historia de tres problemes sense solucié

Per als gedmetres grecs fer geometria volia dir fer construccions amb regle i compas. Amb aguests
instruments van resol dre molts problemes com ara el's segiients:

-la bisecci6 del segment i del'angle;
-latrisecci6 del segment;
-laduplicacio del quadrat;
-laquadratura del rectangle;

-la construccié del rectangle d'or.

Els alumnes poden resoldre aquests problemes amb regle i compas 0 amb Cabri-Géomeétre.

Aqui teniu, per exemple, la construccié de I'anomenat rectangle d'or, que segons els grecs de I'antiguitat
és d rectangle més harmonids que existeix: partim del quadrat ABCD, a continuacio prenem € punt
mitja F del segment AB i tracem la circumferenciade centre F i radi FC; aquesta circumferenciatallala
recta que passa pel costat AB del quadrat en € punt G i jatenim €l rectangle d’ or AGED.
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En aguest rectangle es compleixen les relacions:

AB = AG[ /5 - 1J
2
i, equivaentment:
AG = AB [ /§2+ 1J

De manera natural es van plantgjar €ls problemes segiients, que van tenir ocupats els matematics a
[larg de més de 2000 anys sense que se'n trobés la solucio:

1. Latrisecci6 del'angle, ésadir, ladivisio d'un angle donat en tres parts iguals.

2. Laduplicacio dd cub, ésadir, obtenir un cub de volum doble del d'un cub donat.

La llegenda explica la historia seglient: a partir de I'any 427 a.C. una terrible pesta va assolar
Grecia fins a causar la mort de la quarta part de la poblacié d'Atenes -entre les victimes hi
havia, segons sembla, Pericles. Per tal de conjurar la maaltia, els atenesos varen recorrer a
I'oracle dApol-lo a Delfos. L'oracle els va demanar que dupliquessin I'altar cubic que hi havia
en aguells moments. Els atenesos van duplicar les dimensions de I'dltar i, per sorpresa de tots
ells, varesultar vuit vegades més gran que l'inicia. Aixi va néixer agquest problema classic.

3. Laquadratura dd cercle, ésadir, la construccié d'un quadrat dareaigual ala d'un cercle
donat.

Els grans matematics i gedmetres grecs no van veure que es tractava de problemes sense solucié. De
fet, aix0 no va ser possible fins més de dos mil anys més tard. Durant molt de temps, doncs, aquests
tres reptes van desafiar les ments més privilegiades. A principi del segle passat, un jove frances de poc
més de vint anys, Evarist Galois (1811-1832), va trobar-ne per fi la soluci6: aquestes construccions no
es poden fer amb regle i compas per més que ens hi escarrassem. No va ser gens facil provar aixo; ca
dir que la genid feina dd jove Gdois no hauria estat possible sense les aportacions de molts
predecessorsi coetanis, especialment D'Alembert, Gauss, Lagrange, Ruffini i Abdl.

Just abans del duel fata en qué va trobar la mort, Galois va formular i escriure en € decurs d'una nit
€ls seus descobriments més importants i €ls va trametre, com a testament, a seu amic O. Chevdier
perqué els publiqués en cas d'un fina tragic.

La carta va ser publicada tot just després de la mort d'Evarist Galois; les idees que shi recallien, pero,
no van tenir les repercussions i e reconeixement que es mereixien fins que € 1846 Liouville
(1809-1882) va desxifrar i publicar tots els treballs de Galois.

La teoria de Galois, aparentment, era ben lluny dels problemes geométrics que havien plantgat els
grecs i es referia a la resolucié d'equacions. Els nombres queden classificats en algebraics i
transcendents segons siguin 0 no solucié d'equacions a coeficients enters. Només alguns nombres
algebraics sdn construibles amb regle i compas: els que sdn solucions d'equacions amb coeficients
racionals de grau 1 o 2%, amb k natural. Entre aquests no shi compten les solucions dels tres problemes
classics exposats anteriorment.

Vegem-ho amb una mica més de detall:
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1. Laquadraturadel cercle equival aresoldrel'equecio: 7R =x* © x=R /7 .

El nombre p hauria de ser, doncs, construible amb regle i compas per tal que la quadratura
fos redlitzable, i aix0 ésimpossible ja que no és ni tan sols algebraic. La transcendéncia de p
no va ser demostrada fins el 1882 per Ferdinand Lindemann (1852-1939).

2. La duplicacié del cub, agebraicament, equival a resoldre I'equacio x® =2a®, que és
equivalent aresoldre x = a J2 . El nombre 2 és agebraic, perd no és solucié de cap equacio
de grau 1 o 2* a coeficients racionals i no es pot dibuixar amb regle i compas.

3. Latriseccio de I'angle, per exemple de 60°, equival a resoldre I'equacio 8x*- 6x - 1 = 0 que
no és reductible a equacions de segon grau o de primer grau resolubles.

Efectivament, trisecar I'angle de 60° equival a representar e punt del pla (cos 20°, sin 20°)
sobre la circumferéncia unitat. Si posem y = 20°, es complira cos3y=1/2 i desenvolupant
aquesta expressio:

cos 3y =cos (2y +Y) = cos2y cosy - Sin2y siny = (cos’ y - Sin? ) cosy - 2 siny cosy siny =
=cos’y-sinfycosy-2sinycosy=cos’y-3sin’ycosy=cos’y - 3 (1- cos’ y) cosy =
=4cos’y-3cosy =05

S fem cosy = x i multipliquem per dos, obtenim I'equaci6 8x® - 6x - 1 = 0.

De fet, tot i € merit global de Galois, s ha de dir que la impossibilitat de la triseccié va ser
provada especificament € 1837 pe jove francés de 23 anys Pierre Laurent Wantzel
(1814-1848) en un memorable article de set pagines aparegut en e Journal des mathématiques
pures et apliquées que portava € titol Recherches sur les moyens de reconnaitre si un
probléme de Géométrie peut se resoudre avec la régle et le compas. Wantzel demostra que les
irracionalitats cubiques no eren del cos dels racionals ni dels cossos extensid obtinguts per
adjuncio d'irracionals quadratics -els Unics nombres construibles amb regle i compas- i va
obtenir, com acorol-lari, laimpossibilitat de latriseccio.

Tanmateix, gairebé 2000 anys abans, e genia Arquimedes de Siracusa tenia un metode per trisecar
angles “amb reglei compas’ que “funcionava’ (i encara“funciona’) ala perfeccio:

Si esvoal trisecar I’angle AOB, es traca la circumferénciade radi R i centre O i es marca, amb
el compas, aquest radi sobre € regle. A continuacio, es recolza e regle sobre € punt B i
desplagant-lo fins a aconseguir els punts M (sobre la recta que passa per OA) i N (sobre la
circumferencia), de ta manera que MN=R. Aleshores, I'angle ONP que s ha obtingut és
exactament un terg de |’ angle donat.
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Efectivament, € triangle OMN és isdsceles per construccio i, aixi, I'angle en O també és a i
I’angle en N és 180°-2a. Aleshores, en € triangle ONB, que també és isdsceles, es té angle en
N =2a= angle en B i angle en O=180°-4a. Finalment, s obté |’angle x en funci6 del construit a:

x = 180°(a+ 180°-4 a) = 3a.

Aixi és com € geni de Siracusa trisecava angles. El cert és que Arquimedes era perfectament
conscient de “I’abus’ que feiadel regle.

Exemple 2: El naixement de les altres geometries

Fins a cert punt, es pot dir que la primera definicié de geometria és d'Euclides. Efectivament, és €
primer matematic que la presenta com un sistema axiomatic.

Euclides parteix d'una série de definicions basiques i conceptes inicials intuitius, formula un seguit de
postulats 0 axiomes dels sistema no demostrables i, finddment, demostra teoremes i proposicions a
partir de la base anterior.

Entre els axiomes que proposa Euclides com a indemostrables, n’hi ha un, € cinque (el que diu que per
un punt exterior a una recta nomeés passa una paral -lela), que es va questionar forca aviat, sobretot, pel
fet que en laformulaci6 inicial d’ Euclides, es parlava de "perllongar indefinidament una recta’, la qual
cosano esveiagaire clara

Ptolemeu (85-165) i Procles (410-485) son els primers matematics a furgar-hi: pensen que les rectes
paral el es podrien tenir un comportament asimptotic de manera que tot falaria.

Es va comencar a intentar demostrar € 5¢ postulat a partir dels quatre primers. Se'n van donar moltes
versions equivalents (com ara la que s ha esmentat abans), perd no es va reeixir a donar-ne una
autentica demostracio.

El primer matematic que va intentar negar el 5¢e postulat va ser 'italia Girolamo Saccheri (1667-1773).
La sevaintencio, tot ca dir-ho, erala de reivindicar Euclides tot i arribant a un absurd que confirmés,
doncs, lavalidesa del 5€ postulat.

Saccheri, de forma molt rigorosa, va anar deduint teoremes i teoremes partint de la negacié del 5e
axioma, perd no va arribar a cap contradiccid. No es va adonar que havia muntat una nova geometria.
En la proposicié XX XIII del seu llibre, cansat ja de la seva recerca aparentment indtil, acaba rebutjant
les altres geometries sense més ni més.

“La hipotesi de I'angle agut (proposicié equivalent al 5¢e postulat i també que la suma dels
angles d'un triangle sigui inferior a dos rectes) és absolutament falsa, perque repugna la”
naturalesa de la linia recta.

Sembla ser que e primer matematic que va captar la possibilitat de bastir altres geometries va ser Karl
Friedrich Gauss, de Gottingen. El 1824 escriu a F. Taurinus (un amic, matematic com €ll):

“La hipotesi que la suma dels angles d'un triangle sigui inferior a dos rectes condueix a una
geometria molt curiosa, forca diferent de la nostra (I'euclidiana), perd completament
consistent, que he desenvolupat a la meva compl eta satisfaccio.”
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Malgrat tot, Gauss no vafer mai publics el's seus descobrimentsi, finsi tot, va demanar a Taurinus que
considerés privada l'anterior comunicacié i que no li donés publicitat.

El va frenar probablement I'autoritarisme de I'época i especialment |'autoritat i € gran prestigi del
filosof E. Kant (1724-1804), que sostenia que la geometria euclidiana era inherent a la naturalesa del
mon fisic. Deia Kant:

Déu fa geometria d'acord amb els Elements d'Euclides.

Els primers matematics que van publicar treballs relatius a la nova geometria de I'angle agut o
geometria hiperbdlica van ser dos joves de trenta anys: e rus Nicolai Ivanovitch Lobatchevski
(1793-1856) i I'nongarés Jands Bolyai (1802-1860). Es possible que haguessin conegut les idees de
Gauss. Sigui com sigui, cal considerar-los tots tres com €ls pares de la nova geometria, en la qual, per
un punt exterior a una recta, es pot tracar més d'una para-lelai la suma dels angles d'un triangle és
inferior a dos rectes.

Fatava encara un pas més per atorgar a la nova geometria la mateixa forca que tenia la geometria
euclidiana: un mode fisic o real en € qual es veiés exemplificada. A la segona meitat del segle XIX,
van aparéixer aquests models: € primer e va donar l'itaia Eugenio Beltrami; després en van donar
daltres Arthur Cayley, Felix Kleini David Hilbert.

La nova geometria de Gauss, Bolyai i Lobatchevski havia sorgit de suposar que la suma dels angles
aguts d'un triangle podia ser inferior a dos rectes. L'altra possibilitat aternativa, és a dir, que la suma
dels angles d'un triangle fos superior ados rectes, entrava en contradiccio amb lainfinitud de larecta i
va ser rebutjada. El geniad Friedrich Bernhard Riemann (1826-1886) va explorar aquest cami
abandonat i va donar un nou pas demostrant que es poden fer geometries en les quals les rectes, tot i ser
il limitades, no siguin infinites, com ara els cercles maxims en una superficie esférica. Aquestes seran
les anomenades geometries riemannianes.

A principi del segle XX, Albert Einstein va aprofitar les idees de Riemann i va provar que les
geometries més idonies per descriure l'univers son les riemaniannes i no pas les euclidianes. Aixi es
trencaria la idea que havien sostingut Galileu, Newton i Kant que la geometria d'Euclides erala millor
o, finsi tot, I'lnica que permetia descriure el cosmos.

L'aparicio de les noves geometries va significar una revolucié en € mon de les matematiques i de les
ciencies. Segons € gran matematic alemany D. Hilbert (1862-1943) va ser:

“ El més notable i suggestiu resultat obtingut en el segle XIX.”

Exemple 3: El problema dels incommensurables
El descobriment dels anomenats segments incommensurables va provocar una greu crisi de confianca
en lamesurai en els nombres (aix0 va ser especialment greu per as pitagorics, que volien reduir-ho tot
anombres), que no es va resoldre fins 2000 anys més tard.

A continuacié es déna un exemple d'incommensurabilitat fet amb Cabri-Géometre:
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—_—

Unitat de mesura

Si els segments AB i AC admetessin una unitat comuna de mesura U, la construcci6 prova que U hauria
de ser infinitament petita, ésadir, nul-la, i aixo no és possible.

Efectivament, si U cap un nombre exacte de vegades en € segments AB i AC, també hauria de cabre un
nombre exacte de vegades en € segment EC (jaque AB = AE i CE ésladiferenciaentre AC i AE). Pero
EC = FB (jaque s triangles rectangles ABF i AEF son iguals) i, per tant, U també hauria de mesurar
de forma exacta € segment diferencia CF (es t¢ CF = CB-FB). Sobté d'aguesta manera un nou
quadrat més petit que l'inicial, CEFG, en € qua € codtat i la diagona han de ser mesurables de forma
exacta per U. S es reitera € procés, U també hauria de cabre de forma exacta en els costats i la
diagonal del tercer quadrat CHIJ, i aixi successivament, fins que, Obviament, s arribara a un quadrat de
costats i diagonal menors que U (sigui quina sigui la unitat U triada). Aixo fa evident que I'existéncia
delaunitat U ésimpossible.

Al voltant de tot aix0, Zen6 d Elea (490- 430 a.C.) va plantgjar una serie de paradoxes (es coneixen
perque Aristotil les va recollir) que els matematics i pensadors de I'época no van poder resoldre. Potser
lamés famosa éslad'Aquil-lesi latortuga:

"Aquil-les i la tortuga fan una cursa. Aquil-les, un dels herois de la guerra de Troia,
especialment reputat per la seva rapidesa, déna un avantatge d'un estadi (mesura de longitud a
la Grécia antiga) a la tortuga, confiat com esta de poder agafar-la. Zen6é afirma que no
I'agafara mai; heus aqui € seu raonament: quan Aquil-les hagi recorregut un estadi i arribi ala
posicié T (lainicial de la tortuga), la tortuga haura fet cami fins ala posicio T' i, per tant, no
I'naura agafat; quan Aquil-les arribi alaposicié T' la tortuga haura fet novament cami fins a
laposicié T" i, per tant, encara no I'haura agafada; i aixi successivament, de tal manera que
mai no podra agafar-la.”

T T T'.........
A A A" AML
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No es van trobar solucions per a aquestes paradoxes i aix0 va provocar una greu crisi de confianca en
el calcul amb nombres que representessin longituds, areesi volums.

El primer matematic que va contribuir a superar la situacié va ser el grec Eudox de Cnidos (408-355
a.C.). Eudox va proposar un métode de treball amb proporcions que evitava habilment el problema dels
incommensurables i de les coses infinitament petites. Aquesta és, per exemple, una de les seves
conclusions:

“Les arees de dos cercles son proporcionals als quadrats dels seus radis; els volums de dues
esferes son proporcionals als cubs dels seus radis; € volum d'una piramide és un ter¢ del
volum d'un prisma d'igual basei alturai el d'un con és un terc del volum del cilindre d'igual
basei altura.”

També cal atribuir a Eudox |'anomenat métode d'exhaustio (que ve a ser unamenade pas a limit).

El segon gran pensador grec que contribueix de manera decisiva a la superacio del problema dels
incommensurables és € polifacétic i genia Arquimedes de Siracusa (287-212 a.C.).

Arquimedes va aprofitar les idees d'Eudox amb gran habilitat i va obtenir molt bons resultats. El que
més li agradava recordar a ell mateix va ser e relatiu a cacul del volum i I'area de l'esfera
(Arquimedes va provar que s inscrivim una esfera de radi R en un cilindre de radi R i atura 2R es té:
volum cilindre = 1,5 volum esfera i area cilindre = 1,5 area esfera). Tan orgull6s estava del seu
descobriment que va demanar que a la sevatomba shi posés una esferainscrita en un cilindre.

Arquimedes va morir I'any 212 a.C. a mans d'un soldat roma, quan les tropes del general Marcel van
ocupar Siracusa en € decurs de la segon guerra punica.

Més de cent anys després, I'orador i politic roma Cicerd (106-48 a.C.), quan exercia € carrec de
guestor a Sicilia, va descobrir la tomba del seu admirat Arquimedes gracies a la famosa escultura. Diu
Cicerd:

“ Als afores de Sracusa, al camp, entre els arbustos, shi al¢cava una columneta coronada
per una esfera inscrita en un cilindre. La inscripcio gairebé hi era esborrada, pero jo sabia
gue aquella escultura shavia de trobar sobre la tomba d'Arquimedes, € geni més gran de
Grecia.”

Després cal esperar fins a segle XVII per trobar una nova i brillant aportacio: la del jesuita milanés
Bonaventura Cavalieri (1598-1647), deixeble de Kepler, que amb € seu Tractat dels indivisibles va
proporcionar un métode excel-lent per calcular arees i volums (de fet, la seva obra més notable es
titulava Geometria indivisibilibus continuorum nova quodam rationes promota i va ser publicada
['any 1625).

La resolucié definitiva del problema dels incommensurables no tindra lloc, pero, fins al fina de segle,
quan dues figures extraodinaries -l'anglés Isaac Newton (1642-1727) i I'demany Wilhdm Gottfried
Leibniz (1646-1716)- defineixen solidament les bases del calcul diferencia i integrd, i € trebal amb
guantitats infinitament petites.
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Exercicisi activitats proposades

1. Organitzeu activitats de treball a I’aula dels conceptes d' area i de volum d’acord amb
les idees 0 propostes seglients:

a) Calcul del'areadel terme municipal del vostre centre d'estudi.
b) Calcul del volum d'aigua necessaria per tal d'omplir una piscinareal.
c) Donades les dimensions del corré d'una piconadora i la velocitat que assoleix,

estudieu e temps que trigara a piconar una carretera determinada.

2. Dissenyeu activitats del tercer nivell de concrecié a voltant del tema "Angles i
circumferencies amb e programa Cabri-Géometre: angle inscrit, angle semiinscrit, angle
interior i angle exterior en funcié dels arcs de circumferencia’.

3. Considereu la conveniéncia d'introduir o no la nocié de vector a secundaria obligatoria.
En tot cas, com introduirieu aguesta noci6?

=

Problemes de geometria

S afegeixen tres problemes. Com en s capitols anteriors, podreu trobar les solucions a
I"annex 3:

Enunciat 11 (&l punt de Fermat)

Sobre els costats d'un triangle qualsevol T construim tres triangles equilaters. S unim
els vertexs lliures d'aquests triangles amb els vertexs oposats del triangle inicid,
obtenim tres segments iguas que es talen en un Unic punt. Aquest és € punt de
Fermat.

Enunciat 12 (teorema de Napoled)

Es diu que Napoled Bonaparte, tot fent dibuixos sobre e terra, va descobrir un
teorema. Va dibuixar un triangle i, sobre cada costat, un triangle equilater. Després va
unir e centre dels tres triangles equilaters. Segons ell sempre sobté un nou triangle
equilater. Investigueu-ho.

Enunciat 13 (un problema de geometria analitica)

Resoleu i comenteu la versié geométrica del problema segiient amb I’ gjut del programa
Cabri. Per aquinsvaorsde a @ sstema:

‘|, X2 - y? =0
P (x-a) +y =1

té 0,1, 2,3, 4,5 solucions reds diferents?
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ANNEX 1. INTRODUCCIO AL PROGRAMA
CABRI-GEOMETRE

En aquest annex esrevisal’ Us del programa Cabri-Géométre i es proposen alguns exemples practics.

Al.1. INTRODUCCIO

El programa Cabri-Géomeétre és un material que proporciona unes possibilitats excel -lents de treball de
la geometria a l'aula. N'hi ha dues versions: una per a DOS, disponible en els centres educatius que
depenen del Departament d Ensenyament des de fa molts cursos, i una atra per a Windows,
anomenada Cabri |1, que vaarribar as centres e juny del 2000.

Aquest programa és el que S anomena un entorn geométric dinamic i € principi basic del seu disseny
és permetre la construccio de figures geométriques a partir dels anomenats objectes basics, com ara
punts, rectes, segments, circumferéncies, etc., i d’un seguit de relacions, com ara punt mitja, para-lela,
perpendicular, simetria, gir, etc., que I'usuari selecciona des d’'un mend. Quan s ha construit una
figura, es poden moure els objectes basics i observar a la pantalla les modificacions. Cada element del
dibuix es mou de forma continua i es mantenen les caracteristiques geomeétriques de la construccio feta.
L’ usuari treballa, doncs, amb tota una categoria de dibuixos cadascun dels quals és un cas particular
de la construcci6 que s ha fet. Aixo permet observar experimentalment quines propietats son invariants
i quines no ho son.

El programa servira per atot € que sigui geometria plana, perd també per donar representacions planes
de I'espai. De fet, fa essenciament tot allo que es pot fer amb regle i compas. Té, a més, I'atractiu, la
nitidesa i les facilitats que proporciona € suport informatic i, com s ha dit, I'avantatge de poder
sotmetre a moviments €ls objectes geomeétrics del pla.

L’aumnat pot experimentar amb el programa, que compta amb gudes senzilles, duna forma
autonoma. Aixo facilitalatascaa professorat.

A primaria, és desperar que l'umnat hagi tingut algun contacte amb els mitjans informatics.
Tanmateix, no hauria de ser un gran conflicte que els primers contactes amb els ordinadors fossin a
través del Cabri-Géometre, al contrari, €l programa pot servir com a context excel-lent en aquest sentit.

Al1.2. IDEES | SUGGERIMENTS

L’ensenyament i |'aprenentatge de la geometria pot adquirir una nova dimensié, no exempta de
dificultats, amb I'Us d'agquest tipus de programes. El professor Nicolas Balacheff, especidista en €
temadel CNRS frances, precisa

“En primer lloc, €ls entorns informatics poden facilitar que I'’alumnat desenvolupi noves

concepcions en relacié amb els objectes matematics de formes que encara no estem
preparats per afrontar.
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En segon lloc, plantegen al professorat nous problemes en e diagnostic de la comprensio i
la producci6 dels estudiants [ ...]”

Des d aguesta perspectiva, cal actuar amb prudéncia. Es important que el professorat tingui un bon
coneixement del programa. A més, sembla recomanable compatibilitzar |'Gs del Cabri amb I’ Us dels
instruments tradicionals (regle, escairesi compas) per fer geometria.

L’ experiencia docent permet també fer |es precisions seglients:

a) Es recomanable que I’ alumnat aprengui e maneig del programa sobre la marxa, conforme
vagin sorgint el's problemes o exercicis de construccio.

b) A més, es recomana donar a I’aumnat € maxim d'autonomia possible. L'Us de les gudes
que proporciona el programa, i la seva comprensié, pot ser forca instructiu.

¢) Es evident que tot aixd només sera possible si es tenen pocs alumnes per ordinador.

d) Es recomana fer un Us esporadic, perd abundds, del programa com a complement a cada
activitat o grups dactivitats. Aixi es trencara la monotonia i, potser, S aconseguiran
motivacions suplementaries. No sembla gens aconsellable que € programa substitueixi
totalment I'Us del reglei € compas.

Al1.3. EXEMPLES

A continuacié s exposen alguns exemples de construccions amb e programa. Es dona la llista
d’instruccions a seguir i el dibuix acabat. Es tracta de propostes molt diverses que es poden fer servir a
I’ESO o a batxillerat. Alguns dels exemples es poden emprar, finsi tot, per a treball amb alumnes
amb dificultats d aprenentatge. Es tracta també d'exemples que € lector pot fer servir per
familiaritzar-se amb el programa o per aprofundir-hi.

Els exemples d'utilitzaci6 del programa que shan proposat als capitols anteriors estaven
contextualitzats i inscrits en @ desenvolupament d unitats didactiques. Aqui, en canvi, es tracta
d exemples aillats que e lector haura d’ imaginar on podrien fer-se servir.

Algunes de les construccions geometriques classiques que es presenten s aprofiten per fer construccions
més espectaculars i amb components lUdics i estéetics. Des d' aguesta perspectiva, I’ Gs de les coloracions
i de les animacions que ofereix e programa son essencials. Aquestes figures es poden emprar com a
instruments de motivacio per al’aumnat.

En aguest annex no es presenten exemples per a treball de la geometria analitica que ja s han vist a
capitol 6.

Cal dir finament que I’annex 3, referent a les pavimentacions poligonals del pla, constitueix també un
exemple excel-lent d' utilitzaci6 del programa.
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Exemple 1. Circumcentre i incentre d'un triangle. Creaci6 d'una macroconstruccio.

1. Construccié d'un triangle.
2. Anomenar s vertexs.

3. Tragcar les mediatrius dels costats, comprovar que es talen en un punt i obtenir €
circumcentre Cc.

4. Tracar les bisectrius dels costats i obtenir I'incentre Ic.

5. Tracar les circumferéncies circumscrita i inscrita. Per dibuixar la inscrita, cal trobar-ne
préviament € radi r en tracar una perpendicular a un dels costats del triangle per I'incentre.

6. La comprovacié que la construccié és correcta es pot fer movent els véertexs: les
circumferencies han de romandre sempre circumscrites i inscrites.

7. Es clou I'activitat amb € disseny de dues macroconstruccions. la primera construeix la
circumferencia circumscrita i e circumcentre d'un triangle; la segona construeix la
circumferencies inscrita i I'incentre. En els dos casos cal triar € triangle com a Unic objecte
inicia. Els objectes finals son, respectivament, la circumferencia circumscritai € circumcentre
i lacircumferenciainscritai I’incentre. Aquestes macros permetran fer automaticament tots el's
passos per a qualsevol atretriangle.

A continuacio, es presenten dues construccions que aprofiten les macros dissenyades.
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1. Traceu una circumferéncia i agafeu-hi un punt a sobre. Trobeu-ne e simétric respecte del
centre i traceu un diametre. Traceu la mediatriu d'un dels radis d'aquest diametre i traceu €
triangle equilater inscrit a la circumferéncia. Trobeu els punts mitjans dels costats i traceu els
triangles equilaters inscrits. Apliqueu la macro de I'exemple anterior per dibuixar les

circumferéncies circumscrites. Es pot animar la figura posant “molles’ a punt A i a la
circumferénciainicial.

2. Traceu un triangle equilater i les tres mediatrius. Traceu €s sis triangles i apliqueu-los la
macro.
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Exemple 2. Construccié de I'arc capac

Donats un segment i un angle, des de quins punts ddl pla es veu €l segment sota |'angle donat? Aquest
[loc geométric és de facil construccio tal i com s'indica a continuacié:

1. Construcci6 d'un segment d'extrems Ai B.

2. Construcci6 d'un segment que defineixi I'angle a sobre I'extrem A.
3. Mediatriu del segment AB.

4. Recta perpendicular a segon segment (el que defineix I'angle) per A.
5. Circumferéncia que conté I'arc capac.

6. Amb la instruccié arc de menul es traga I'arc capag (cal determinar-ne tres punts. per
exemple A, B i un punt quasevol sobre la circumferéncia). A continuacié s oculta la
circumferenciai només esveural’arc.

6. Es pren un punt M sobre I’ arc capag. Es mesuren els angles i es comprova laigualtat.

7. S afegeix moviment a la figura: es pot emprar la instruccié animacié per moure M sobre
I'arci espot canviar I'angle a per observar el canvi del’arc capac.
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Exemple 3. Construccié del quadrat inscrit en una circumferéncia i de I'octagon regular
inscrit. Construccié amb tres estrelles de vuit puntes i animacié multiple

La construccio d’ aquestes figures, basades en la inscripcié d' un quadrat en una circumferéncia, és un
exemple d'activitat que pot oferir motivacions suplementaries per a I'aumnat i que es pot fer
perfectament a primer cicle d ESO.

En primer lloc es tracta de construir e quadrat inscrit en una circumferéncia i dissenyar una macro.
Les instruccions, que sdn molt senzilles, son les seglients:
1. Estraca una circumferénciai s hi pren un punt A amb lainstruccié punt sobre un objecte.
2. Estroba el simétric de A respecte del centre amb lainstruccio simetria.
3. Estracad diametre que determinen els dos puntsi la mediatriu del diametre.
4. Estraca el quadrat amb lainstruccié poligon.

5. Es dissenya una macro que, donada una circumferenciai un punt sobre €ella, traci € quadrat
inscrit. Els objectes inicials son, doncs, la circumferenciai € punt que s hi ha pres a sobre, i
I’ objecte final és el quadrat. Es essencial comptar amb € punt com a objecte inicial, si es volen
fer animacions.

La macro dissenyada es pot aprofitar per fer una construccié com ara la segiient:

Amb lainstruccié animacié miltiple del pendltim boté es posen molles, als punts A, B, C, D i
E, que ca edtirar en sentits oposats,. A continuacié es prem retorn i €s posa en marxa
['animacié. Cadascun dels quadrats inscrits gira independentment dels dtres.
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Els mateixos passos serveixen de base per a la construccié de I’ octagon regular inscrit i de I’ estrella
octagonal. En aguest cas també es proposa € disseny d'una macro que inscriu I’ estrella de vuit puntes:

1. Després de tracar el quadrat inscrit en una circumferéncia amb la macro anterior, es tracen
les mediatrius dels costats del quadrat i s obté |'octagon regular inscrit amb la instruccié
poligon.

2. Estracen les diagonals de I'octagon amb la instruccié segment i I'estrella octangular inscrita
novament amb lainstruccio6 poligon.

3. Es dissenya una macro que, donada una circumferéncia i un punt sobre €ella, traci I'octagon
inscrit. Els objectes inicials son, doncs, la circumferenciai € punt que s hi ha pres a sobre, i
I’objecte final és I'estrella octagona. Com a I’ exemple anterior, és essencial comptar amb €l
punt com aobjecte inicial, s es volen fer animacions.

4. Finalment, només cal tracar, successivament, les dues circumferéncies concentriques amb les
seves estrelles inscrites (per aaixo es fa servir lamacro).

5. Per afegir coloracié amb la instruccio omplir de menl cal redefinir s poligons o es
triangles corresponents amb lainstrucci6 poligon o amb lainstruccié triangle.

Amb la instruccié animacié multiple del pendltim boté es posen molles, als punts A, B, i C,
que ca estirar en sentits oposats. A continuacio es prem retorn i es posa en marxa |'animacio.
Cadascuna de les estrelles inscrites gira independentment de les altres.
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Exemple 4. Construccié del pentagon regular inscrit i d’'una rosassa a partir de I'estrella de
cinc puntes

La construccio del pentagon regular inscrit es pot fer a partir de les instruccions seglients (de fet,
aguesta és la construcci6 de Claudi Ptolemeu):

1. Es creaunacircumferénciai el seu centre O.

2. Estragaun diametre d'extrems A i B.

3. Estracalamediatriu del diametre AB. Tallarala circumferénciaen elspuntsPi P'.

4. Esdetermina e punt mitjadel radi AO i sel’anomenaamb lalletra M.

5. Estracalacircumferéncia de centre M i radi MP.

6. Sobre e diametre AB la circumferéncia anterior determina un punt S

7. Aleshores € costat del pentagon inscrit és precisament € segment PS (i € costat del
decagon inscrit és e segment OS).

8. Jaes pot completar € pentagon inscrit (i e decagon també).

Les prestacions especifiques de Cabri |l permeten emprar linies de punts (opci6 puntgjat dd mend) i
arcs (amb I’opci6 arc del ment cal determinar tres punts a partir de les circumferéncies i ocultar-les
després). D’ aquesta manera, € dibuix obtingut té les mateixes caracteristiques que un dibuix fet amb
reglei compas.

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
*

[

2
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Aquesta construcci6 s aprofita, a continuacié, per fer una rosassa basada en I’ estrella de cinc puntes.
Certament és més complexa que la construccio del tercer exemple i presenta més dificultats per a
I’aumnat.

Es poden seguir els passos seglients.

1. A partir del pentagon regular inscrit es pot tracar |’ estrella de cinc puntes inscrita. En aquest
cas també convé, com a |'exemple anterior, partir d’'un punt sobre la circumferencia per
facilitar les animacions, cosa que S aconsegueix, com sempre, amb la instruccié punt sobre un
objecte del menu.

2. Amb lainstruccié poligon del mend, els aumnes han de redefinir I’ estrella de cinc puntes i
crear una macroconstruccio que, donada una circumferéncia i un punt sobre €ella, construeixi
I’estrella de cinc puntes inscrita. La macro facilitara la feina posterior.

3. No han de tenir problemes per tracar les circumferencies concéntriques amb les seves
estrelles corresponents. En canvi, les cinc circumferéncies tangents interiors (a la
circumferéncia gran inicial i a I’estrella inscrita gran) presenten més dificultats. El seu centre
es pot trobar per interseccio dd radi que va del centre de la circumferéncia inicial a un dels
vertexs concaus de I estrella, conclusié relativament facil de trobar, i la bisectriu interior del
parell de rectes format per un dels costats de I'estrella i la recta tangent a la circumferéncia
inicial en € punt d'interseccié del radi esmentat abans, cosa forca més complicada i per ala
gua probablement caldran moltes gjudes del professorat.

Amb la instruccié animacié multiple es posen molles as punts A, B i C i se n'observen s
moviments. També es pot animar la circumferencia exterior i les cinc estrelles inscrites
mitjancant els punts H.
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Exemple 5. La construccié de Gauss de I'heptadecagon regular inscrit
La construccio que es presenta a continuacio és la que va descobrir Gauss as 17 anys i la que € va

convencer de la seva vocacié matematica. Es tracta d’una construccié forca complexa que demana
pacienciai precisio. Només alguns alumnes poden seguir-la sense perdre’s.

1. Es construeix € diametre AH1i e seu punt mitja O.
2. Es congtrueix la circumferénciade centre O per Ai H1.

3. Es construeix la mediatriu del diametre AH1 i es talla amb la circumferéencia. S obtenen els
puntsSi S.

4. Es construeix € punt mitjadel segment OSi se |’anomena N.

5. Es construeix € punt mitjadel segment ON i sel’anomenaB.

6. Es construeix la bisectriu de I’angle OBH1 i estallaamb e diametre per obtenir el punt F.
7. Es construeix labisectriu de I’angle OBF i estallaamb el diametre per obtenir € punt E.
8. Es construeix la perpendicular aEB per Bi estallaamb el diametre per obtenir € punt P.
9. Es construeix la bisectriu de I’angle PBE i estalaamb el diametre per obtenir el punt D.
10. Es construeix € punt mitjadel segment DH1 i sel’anomena G.

11. Es construeix la circumferéncia de centre G que passa per D i H1 i es tala amb la recta
mediatriu del diametre (recta OS) per tal d’ obtenir elspuntsCi C'.

12. Es construeix la circumferéencia de centre E que passa per C i es tala amb € diametre
(recta AH1) per tal d’obtenir els punts Ji K (molt de compte, K és diferent de G!). Estracen les
rectes perpendiculars a diametre AH1 pels punts J i K, i es talen amb la circumferéncia
circumscrita (la de centre O que passa per A) per tal d obtenir els vertexs de I” heptadecagon
regular (es consideren ordenats en sentit antihorari des del vértex H1 finsaH17) H4, H6, H13
i H15.

13. Es traga la mediatriu del segment H4H6 i es talla amb la circumferéncia circumscrita per
tal d obtenir e vértex H5 i e costat de I’ heptadecagon H4H5.

14. Es construeixen laresta de vertexs de |” heptadecagon regular inscrit i estraca el poligon.

(Vegeu € dibuix ala pagina seglient)
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Exemple 6. L'el-lipse com a traca d'un punt i com a lloc geomeétric

En primer lloc, es tracta de construir un punt genéric d’una el -lipse de semieixos a i b i observar-ne la
traca.

1. Es tracen dues rectes perpendiculars que serviran de suport per as semieixos del’ el lipse.
2. Estracen dues circumferéncies concentriques deradisa i b.

3. Amb I'opci6 punt sobre un objecte, sagafa un punt P=(a-cosa, a-sina) sobre la
circumferencia gran (aquest punt només es podra moure sobre aguesta circumferéncia) i es
traca el radi vector corresponent que déna un punt Q=(b-cosa, b-sina) sobre la circumferencia
petita.

4. La circumferéencia de radi a dona l'abscissa i la de radi b I'ordenada de cada punt de
I'dl-lipse. Un punt geneéric del'dlipse és T=(a-cosa, b-sina).

5. El punt genéric T quan esmou € punt P sobre la circumferéncia descriu I'él-lipse. Per fer-la
visible, cal activar latraca del punt T amb la instrucci6 traca activada/ traca desactivada del
pendltim bot6 del mend i moure & punt P sobre la circumferéncia gran. Si es vol fer
desaparéixer latraca cal desactivar-lai aplicar lainstrucci6 regenerar dibuix.
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La segona part d’ aguesta construcci6 consisteix a fer visible de manera permanent I el -lipse.

Només cal prémer lainstruccié lloc geometric del mena i a continuacio clicar sobre el punt T i
el punt P a continuacio. El programa interpreta que ha de calcular i representar e lloc
geomeétric que descriu T quan P es desplaca sobre la circumferencia que e suporta.

dank
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Latercera part de la construccié compren els passos seglients:

1. En primer lloc es precisen els focus F i F' fent Us de la instruccié compas. es traga la
circumferencia de centre C i radi a (a és € semieix major de I'él-lipsei cd redefinir-lo com a
segment) que tallal’ eix horitzontal en els focus.

2. A continuacié amb lainstruccié conica es redefineix |’ -lipse marcant-hi cinc punts a sobre.
Aix0 permetra trobar-ne |’ equacié posteriorment.

3. Amb lainstrucci6 nous eixos posem |’ eix d’ abscisses sobre la recta que suporta I’eix major i
I’eix d ordenades sobre la que suporta I’eix menor. Amb la instruccié equacié i coordenades
fem aparéixer I’equacio de I’ e lipse. Podem observar els canvis de I’ equacié i de I’ excentricitat
en modificar lalongitud dels radis de les dues circumferencies.

FI

XYL P12 =1

Exemple 7. Construccié de la cicloide com a lloc geomeétric

La cicloide és la corba plana que genera un punt marcat sobre una circumferéncia d’un cercle quan
roda, sense lliscar, sobre unarecta. Les seves equacions paramétriques son les seglients:

I x=R(t- sint)

i ) .
% y=R(1- cost) on Résd radi dd cercle.

Aquestes son les instruccions per ala seva construccié:
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1. Es construeixen dues semirectes. La primera suportara e punt A i sera per on rodara la
circumferéncia. La segona servira de suport a radi R (construim € segment R sobre la
semirectai ocultem la semirecta).

2. Prenem @ punt A sobre la primera semirecta i tracem dues circumferéncies: una de centre M
i radi Ri I'dtrade centre Ai radi R, amb lainstruccié compas del men.

3. Tracem dues perpendiculars ala primera semirectaper M i Ai tracem les circumferéncies C
iC.

4. Mesurem la distancia MA i la transferim (instrucci6 transferéncia de mesures) sobre C' a
partir del punt A. EI smétric del punt obtingut respecte de la perpendicular de |’ apartat 3 per A

és e punt M’ (posicié que ocuparia M en rodolar C sobre la primera semirecta la distancia
transferida).

5. El lloc geométric (instrucci6 lloc geométric del ment) del punt M’ en desplagar-se A sobre
la semirecta éslacicloide.

6. Finalment tracem els radis de la circumferéncia C' per donar efecte de moviment.

7. S esmou € punt A a llarg de la semirecta donada, es veu com € punt M’ descriu la
cicloide. Es pot modificar e radi donat a part.

M 6,59 cm A

Radi

=

Exercicisi activitats proposades

1. Traceu, fent Us del programa Cabri-Géométre:
i) Larectatangent aunacircumferénciaper un punt de la circumferéncia
ii) Les rectes tangents a una circumferéncia per un punt exterior.
iil) Les rectes tangents comunes a dues circumferencies.

Segueix al’altra pagina...
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Exercicisi activitats proposades

2. Construiu un triangle ABC i considereu un punt qualsevol dd pla P. Siguin P; d
smétric de P respecte del punt A, P, & simétric de P, respecte del punt B i Ps d
simeétric de P, respecte del punt C. Moveu € punt P. Quée es pot dir de la figura quan
Ps i P coincideixen? Construiu € punt mitja | del segment PP;. Qué es pot dir d’ aquest
punt quan P; es mou? Doneu una explicacio raonada (aquest exercici esta extret de
CAPPONI, B. i LABORDE, C. Cabri-Classe. Argenteuil: Editions Archiméde, 1995).

3. Construiu una rosassa analoga a la presentada a I’ exemple 3 de I’ apartat A.1.5.2 a
partir de I’ estrella de sis puntes.

4. Congtruiu e poligon regular inscrit de 15 costats a partir d aquestes dues
indicacions:
a) Trobeu dos nombres enters A i B tals que: % + % = %5
b) A partir dels méetodes que permeten inscriure € triangle equilater i €
pentagon i de I'indicacio anterior, deduiu un métode per inscriure € poligon
regular de 15 cogtats.
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ANNEX 2. LES PAVIMENTACIONS DEL PLA I

En aquest annex es presentai s estudia el problema de les pavimentacions poligonals del pla. També es
donen totes les solucions de forma grafica.

A2.1. INTRODUCCIO | PLANTEJAMENT DEL PROBLEMA

Els arquitectes, €ls decoradors i els artistes s’ han plantgjat, ja des de I’ antiguitat, de quina manera es
pot pavimentar € pla amb poligons regulars. Potser perqué la natura n'ofereix exemples forca
espectaculars en les pells dels reptils i en es teixits animals i vegetals, o potser guiats només per un
afany estétic.

Aquest és € problema plantgjat amb més precisio:
“Com es pot pavimentar una superficie plana amb poligons regulars que tinguin entre ells
els costats iguals, de forma que a cadascun dels vertexs hi concorrin els mateixos poligons

i amb e mateix ordre?”

Tothom té d cap més d’'una solucid. Les quadricules, per exemple, en donen una i €s ruscs de les
abelles una dtra. Quines altres solucions hi ha? Quins tipus de poligons hi poden intervenir?

El problema té certa complexitat, perd és pot plantgar perfectament a alumnes de secundaria i pot
condtituir, per exemple, un excel lent tema de treball de recerca.

D’atra banda, € problema admet també un plantejament de caire experimental i manipulatiu en € qual
I’alumnat, amb peces de Creator (sempre que aix0 sigui possible) o amb cartolines retallades, pot
investigar, des d’ un punt de vista intuitiu, les agrupacions de poligons que pavimenten € pla.

Es tracta, en definitiva, d un problema especialment interessant a causa de la seva formulacio practica
que es tradueix en un problema geometric, en primera instancia, i algébric després. Es, doncs, un

exemple fins a cert punt paradigmatic dels problemes geometrics i del treball matematic en generd 1,
per aix0 mateix, s ha considerat interessant presentar-lo, ni que sigui de forma breu.

A2.2. ESBOS DE LA RESOLUCIO

Si en un vertex qualsevol d'una pavimentacio hi concorren n poligons regulars de Xi, X, X3, ..., X
costats cadascun, respectivament, esté:

Suma de tots els angles en € vértex V = 360°

Com que tots els angles interiors d’ un poligon regular de x; costats valen:

w (jaque e poligon es pot descompondre en x; - 2 triangles).
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Es pot concloure, doncs, que:

= 360°

(Xi- 2)-180°  (X2- 2)-180° ., . (Xn- 2)-180°
X + X3 B e

Si sesmplificaper 180°i esfan les divisions s obté

" 2
(1-2)+(@-2)+.2. +(1- 2)=2

Equivaent al’ equacio:

1 1 n A _
X_1+X_2 +"v"+Xn =

n-2
2

Es tracta ara de resoldre aguesta equacié en nombres enters, tenint en compte, a més, les fites seglients
per an:

3<n< 6

Efectivament, a cada vertex es necessita un minim de tres poligons convexos per arribar als
360° i, amés, mai no se n'hi poden posar més de 6, ja que € d angle interior més petit és €
triangle equilater de 60°.

Laresolucié de I’ equacio passa, per tant, per estudiar elscasos n=3,n=4,n=5i n=6.

Tots regquereixen de cert treball algébric que caldra completar amb la constatacié geométrica de s tot
quadra quan es considera € conjunt de tots €ls vertexs (algunes solucions de I’ equaci6, valides des del
punt de vista algebric, s’hauran de descartar ja que no compleixen condicions suficients per a
pavimentar. Es podria dir que a cada vertex els poligons encaixen formant 360°, perd que, en canvi, no
encaixem uns vértexs amb els altres.

Aquest és, per exemple (i parciament), € cas n = 3 que és @ que aporta més solucions i potser € més
complex:

4 1_1.,1_ 1
Esté 2—x1+x2+x3

La igudtat obliga algun dels x a ser < 6 (en cas contrari, la suma x_ll +X—12 +X—13 seria
superior a %). Es pot considerar, per exemple, que es tracta de X;.

A més, també ha de ser x, > 3 (el primer poligon regular és €l triangle equilater).
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Tot aixo porta a's subcasos:

> 35 35 5
Wwww

S es considera, per exemple, e primer dels subcasos:
n=3i X1=3
A .01 _1 1
Esté, doncs: 6= % %
D’dtra banda, a més, unes senzilles consideracions geomeétriques porten a la iguatat: x. = Xa.

Efectivament, s es consideren els tres vertexs d' un dels triangles equilatersi es para atencio als
poligons que surten a seu voltant:

x;gon x;gon

x-gon=X-gon

Esté, per tant, forcosament x. = xs, amb laqual cosa, de |’ equacié inicial es conclou:
Soluciél: Nn=3 i =3 i X%=x=12

Elsatressubcasos(n=3 i xx=4;n=3 i x=51i n=3 i x =6)sesolucionen de
forma essencialment analoga.

Pel quefad casos n=4,n=5 i n =6, també es poden discutir de manera similar o, en
alguns casos, fixant-se directament en la disposicio del poligons. Per exemple, €l cas n=6 és
trivia: s a cada vertex hi concorren 6 poligons amb angles de com a minim 60° i han de sumar
tots 6 un total de 360°, es conclou, per forca, que tots seran triangles equilaters.

En total s obtenen 10 solucions -una d' elles doble-, amb la qual cosa hi ha 11 pavimentacions
amb ds requisitsde I’ enunciat inicial:
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Soluci6 1: N=3; x=3 ; =12 ; x%=12
Solucié 2; nN=3; Xx=4 ; =6 ; x=12
Solucio3: n=3; x=4 ; %=8 ; =8
Soluciod: n=3; x=6 ; =6 ; X%=6
Solucios: n=4; x=3 ; %=3 ; X%=6 ; X4=6
Solucio6: n=4; x=3 ; %=4 ; xx=4 ; =6
Solucié 7: n=4; xx=4 ; =4 ; xx=4 ; x4s=4

Soluci6 8: nN=5; x=3 ; =3 ; =3 ; =3 ; X%=6
Solucions 9 10: N=5; x=3 ; =3 ; %x=3 ; =4 ; X%=4

Solucio 11 n=6; =3 ; =3 ; X%=3 ; =3 ; X%=3; X%=3

A2.3. ELS DIBUIXOS

En aquest apartat es presenten les 11 tessal-lacions del pla fetes amb poligons regulars. Apareixen
ordenades d'acord amb €l llistat anterior.

S'han qualificat de regulars en els casos en qué només hi intervé un tipus de poligon i de semiregulars
s hi intervenen més de dos tipus de poligons.

Cal destacar també que tant la nimero 5 com la nimero 6 admeten reordenacions dels poligons a cada
vertex, amb la qual cosa apareixen noves pavimentacions, tot i que I’ ordre dels poligons en els diferents
vértexsjano és e mateix i no es compleixen, doncs, les condicions de I’ enunciat.

Les instruccions per fer els dibuixos poden ser diverses. A partir d’aguna construccio basica, es poden
emprar moviments per obtenir tota la tesel-laci6. Hi ha opcions més rapides, opcions més elegants i
opcions que demanen un treball més minucids. Aqui es presenta per a cadascun dels casos una de les
moltes possibilitats de construccio que hi ha.
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TESSEL-LACIO SEMIREGULAR A BASE DE TRIANGLES EQUILATERS |
DODECAGONS (n = 3; 3; 12; 12)

INSTRUCCIONS PER AL DIBUIX

1. Construiu un hexagon regular inscrit en una circumferéncia.
2. Traceu les mediatrius dels costats i construiu el dodecagon inscrit.
3. Amb la instruccié simetria axial feu la pavimentacié del pla.
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TESSEL-LACIO SEMIREGULAR A BASE DE QUADRATS, HEXAGONS |
DODECAGONS (n = 3; 4; 6; 12)

INSTRUCCIONS PER AL DIBUIX

1. A partir de I'nexagon regular inscrit construiu el dodecagon regular inscrit.

2. Sobre un dels costats del dodecagon construiu un quadrat. Traceu els punts mitjans i
les mediatrius que calgui i a partir de les instruccions simetria i simetria axial comenceu
la pavimentacio.
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TESSEL-LACIO SEMIREGULAR A BASE DE QUADRATS | OCTAGONS
(n=3;4,;8;8)

INSTRUCCIONS PER AL DIBUIX

1. Construiu una circumferencia i agafeu-hi un punt a sobre. Trobeu el simétric d'aquest
punt respecte del centre i traceu el diametre que determinen. Traceu també la mediatriu
d'aquest diametre i el quadrat inscrit que determinen els dos diametres.

2. Traceu les mediatrius del quadrat i I'octagon regular inscrit.

3. Amb la instruccié simetria axial completeu la pavimentacio.
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TESSEL-LACIO REGULAR A BASE D’ HEXAGONS (n = 3; 6; 6; 6)

INSTRUCCIONS PER AL DIBUIX

1. Construiu un hexagon regular inscrit en una circumferéncia.
2. Amb la instrucci6 simetria axial completeu la pavimentacio del pla.
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TESSEL-LACIO SEMIREGULAR A BASE DE TRIANGLES EQUILATERS I
HEXAGONS (n = 4; 3; 3; 6; 6)

INSTRUCCIONS PER AL DIBUIX

1. Construiu un hexagon regular inscrit en una circumferéncia.
2. Amb la instruccié simetria feu la pavimentacio del pla.
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TESSEL-LACIO SEMIREGULAR A BASE DE TRIANGLES EQUILATERS,
QUADRATS | HEXAGONS (n = 4; 3; 4; 4, 6)

INSTRUCCIONS PER AL DIBUIX

1. Construiu una circumferéncia i un hexagon regular inscrit.

2. Construiu un quadrat sobre cadascun del seus costats.

3. Trobeu el centre de tots els poligons.

4. Empreu la instrucci6 simetria per construir la base de la pavimentacio.
5. Completeu els poligons que calgui amb la instruccié poligon.

6. Reitereu la instruccié simetria i completeu la pavimentacio.

158



TESSEL-LACIO REGULAR A BASE DE QUADRATS (n = 4; 4; 4; 4)

INSTRUCCIONS PER AL DIBUIX

1. Construiu un quadrat a partir d'un segment amb les instruccions perpendicular i

circumferéncia centre-punt.
2. Amb la instrucci6 simetria dibuixeu la tessel-lacié del pla a base de quadrats.
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TESSEL-.LACIO SEMIREGULAR A BASE DE TRIANGLES EQUILATERS |
HEXAGONS (n =5; 3; 3; 3; 3; 6)

INSTRUCCIONS PER AL DIBUIX

1. Construiu un triangle equilater.
2. Amb la instruccié simetria axial completeu la pavimentacio del dibuix.
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TESSEL-LACIO SEMIREGULAR A BASE DE TRIANGLES EQUILATERS |
QUADRATS (n=5;3;3;3;4; 4)

INSTRUCCIONS PER AL DIBUIX

1. Construiu un quadrat i dos triangles equilaters sobre els seus costats.

2. Trobeu el centre del quadrat i amb la instruccié simetria construiu els altres dos
triangles equilaters sobre els seus costats.

3. Traceu les mediatrius que convingui i determineu els centres que calgui i amb les
instruccions simetria axial i simetria aneu completant la pavimentacio.
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TESSEL-LACIO SEMIREGULAR A BASE DE TRIANGLES EQUILATERS |
QUADRATS (n=5;3;3;3;4; 4)

INSTRUCCIONS PER AL DIBUIX

1. Construiu un triangle equilater i un quadrat sobre un del seus costats.
2. Amb la instruccié simetria axial completeu les files de quadrats i de triangles.
3. Per completar la pavimentacio i passar a noves files empreu la instruccié simetria.
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TESSEL-LACIO REGULAR A BASE DE TRIANGLES EQUILATERS
(n=6;3;3;3;3;3;3)

INSTRUCCIONS PER AL DIBUIX

1. Construiu un triangle equilater.
2. Amb la instruccié simetria axial completeu la pavimentacio.
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ANNEX 3. INDICACIONS | COMENTARIS PER

A LES RESOLUCIONS

En agquest annex € lector trobara les solucions d’alguns dels exercicis i problemes proposats -els més
rellevants i els més complexos- a la resta de llibre. En general, només es dona una resolucié o una
indicaci6 significativa de la resolucié. Es evident que hi ha resolucions alternatives a les presentades.

A3.1. RESOLUCIONS DELS EXERCICIS | DELS PROBLEMES DEL CAPITOL 1

Enunciat 1 (Polya)

Es pot construir un quadrat "inscrit" en un triangle donat? (Un costat del quadrat ha de recolzar-se en
un dels costats ddl triangle i €ls altres dos vertexs del quadrat han d'estar, respectivament, sobre el's dos
costats restants del triangle.)

La resoluci6 és forca senzilla. S'inscriu un quadrat “petit” i es troba e demanat (vegeu €
dibuix).

Es poden fer agunes preguntes més.

També shi va s |'angle és obtls o recte?

Lasolucio és Unica?

Podriem generalitzar-ho a rectangles de proporcions donades?
Podriem fer-ho amb dltres poligons?

Enunciat 2 (Polya)

Construiu un triangle donats un costat a, I'altura perpendicular a aquest costat h i I'angle A oposat al
costat a.

Es comenca col -locant €l costat a sobre unarectar.
Estracaunapara-lelasar queendisti h.
Estracal'arc capac corresponent al'anglea i a costat a.
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Es talla I'arc capag amb larecta si sobté € triangle demanat (de fet, hi ha dues solucions
smétriques ABC i A'BC).

A3.2. RESOLUCIONS DELS EXERCICIS | DELS PROBLEMES DEL CAPITOL 2

Enunciat 3 (Polya)

Construiu un triangle donats un angle a (relatiu a vertex A), I'altura h corresponent a vertex Ai e seu
perimetre p.

Imagineu la solucié construida ABC i traceu sobre la recta CB segments BB’ i CC’ iguals,
respectivament, aAB i AC. L’angle sotael qual esveu e perimetre p desdel punt A és.

C B_C+A+B . A _ou. A
~ D_X~»TATD A _ + L
2 TATS R )
f_-"f '\.\\A”f__." ""q.\\\
& \'\
” .
.-';; ol A= B &

! 180-C 180-B !

Perimetre= p
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Un cop vist aixo tot resulta analeg a problema 2:

Es col-loca el perimetre p sobre unarectar.
Estracaunaparal-lelasar adistanciah (I'atura donada).

Es traca I'arc capag associat ap i 90°+(a/2) i estalaamb s. S'obté aixi € punt A (i un
punt A' que ens donaria una solucié Simétrica).

Estraca AB' (extrem del perimetre) i AC' (I'dltre extrem del perimetre). Les seves mediatrius
donen elsvertexs B i C, respectivament.

Enunciat 4 (Polya)

Dibuixeu un triangle i les circumferéncies inscritai circumscrita. Siguinr i R €ls seus radis respectius i
sigui H lamés gran de les altures del triangle. Es cert que r+R < H? Investigueu-ho.

La desigualtat és manifestament falsa. N'hi ha prou de veure-ho amb agun triangle obtusangle,
en e qua quedi ben clar. També és possible emprar € programa Cabri i €ls instruments de
mesura i de calcul que ofereix. Es construeix un triangle amb les circumferéncies inscrita i
circumscritai les tres altures; amb lainstrucci6 calcular es pot tenir en pantallala suma R+r i
comparar amb lamesura de la més gran de les tres altures.

H=4,56 cm
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A3.3. RESOLUCIONS DELS EXERCICIS | DELS PROBLEMES DEL CAPITOL 3

A I'apartat 3.3.2 d'aquest capitol es presentava I’ activitat “Altures i triangle ortic”. Tot i que admet
un treball relativament simple per a I'aumnat, comporta algunes dificultats, especialment, s es volen
demostracions rigoroses d'alguns dels passos. Aqui Sintentara aclarir aquests passos. Aquest era
I’enunciat de |’ activitat:

ACTIVITAT 1: ALTURES | TRIANGLE ORTIC

1. Construiu un triangle acutangle qualsevol ABC.

2. Traceu les rectes perpendiculars a cada costat pel vertex oposat. Com sanomenen aquestes rectes?
Quina propietat compleixen?

3. Digtingiu i anomeneu els segments que son atures. Determineu, aproximadament, I'area del triangle
amidant lestres alturesi lestres bases, i compareu els resultats.

4. Traceu paral -leles a cada costat pel vértex oposat. Obtindreu un nou triangle A'B'C'. Quinarelacio hi
ha entre els dos triangles? (Pista: mesureu-ne angles.)

5. Quines son les mediatrius del nou triangle? Quin és e seu circumcentre?

Dibuixeu la circumferéncia que passaper A', B'i C'.

6. Uniu els peus de les dtures ddl triangle ABC. Obtindreu €l triangle ortic.

Quinarelacio tenen les atures del triangle ABC amb € triangle ortic? Traceu la circumferéncia inscrita
en € triangle ortic.

7. Feu e mateix amb un triangle obtusangle i amb un triangle rectangle. Que observeu?

Els apartats que comporten dificultats son el 5 € 6. Certament, s es tracten des d’un punt de
vistaintuitiu no hi ha grans problemes. Ara bé, s es volen demostrar les conjectures ja és més
complicat.

En € 5 cd fer la conjectura segient:

“Les mediatrius del nou triangle sdn les atures del triangle inicia i, per tant, €
circumcentre del nou triangle coincideix amb I’ ortocentre del triangle inicial.”

El dibuix corresponent és el seglient:
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Aquesta és |la demostracié:

Per construccio es té AB'||BC i CB’ ||AB, per tant, ABCB’' és un para-lelogram i els seus
costats oposats han de ser iguals. En particular tenim que AB = CB'.

Analogament es provaque AB = A'C.

En definitiva s'ha provat que C és € punt mitja del segment A'B’ i, per tant, |’ altura per C
del triangle ABC és una de les mediatrius del triangle AB'C'.

Es comenta, finalment, I’ apartat 6, que és e que presenta més dificultats.

En aquest cas els alumnes han de fer la conjectura seglient:

“Les altures del triangle inicial son les bisectrius ddl triangle ortic i, per tant, I'incentre del
triangle ortic coincideix amb I’ ortocentre del triangle inicial.”

Cdl fer un nou dibuix que permeti seguir €ls rapnaments:

B

Estracta de provar que, per exemple, elsanglesd i w son iguals (amb la qual cosal’ altura BM
és també la bisectriu per M del triangle ortic).

En primer lloc es té que NAB=a=BCP ja que aquests dos angles tenen els costats
perpendiculars per construccio (NAL BC i CPL AB).

En segon lloc es constata que els quadrilaters AMPT i CMTN son inscriptibles en una
circumferencia, perqué tenen s vértexs oposats que sumen 180° (o també: la circumferéncia
de centre en € punt mitja del segment AT que passa per M, també passa per A, Ti P ja que
ATM i ATP sbn triangles rectangles).
Aleshores, esté:
TMP=6=TAP =g, jaque els dos angles abasten €l mateix arc
TMN=w=TCN =g, jaquedsdos angles abasten el mateix arc

Es conclou, doncs, que d = w.
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Enunciat 5

Trobeu I’ Gnica terna pitagorica el's nombres de la qual estan en progressié aritmética.

La resolucio és forca senzilla. Si els nombres que formen laterna son x, x + ai X + 2a amb
a>0 i estractad unaterna pitagorica, es compliral’ equacio:

X+ (x+a)?=(x+2a) = x*+x*+a’+2xa=x*+4a’+4xa = x*- 2ax- 33°=0<=
< Xx=at/a*+3a®> —at2a

En ser x>0 es conclou que x = 3a. La terna és, doncs, de la forma 3a, 4a, 5a. Per aa =1
obtenim la terna pitagorica primitiva, és a dir, sense divisors comuns (3, 4, 5), que genera totes
les altres ternes pitagoriques que compleixen les condicions de I’ enunciat.

Enunciat 6 (teorema de Varignon)

Considereu un quadrilater qualsevol i uniu-ne els punts mitjans dels costats. Demostreu que sempre
S obté un paral lelogram d’ area meitat que la del quadrilater.

Si estracaladiagona DB, s observa que es triangles AA'B’ i ADB son semblants amb rad de
semblanca ¥2. El mateix passa amb els triangles DBC i D’C’'C. Per tant, AB’'|DB | D'C' i
A'B'=D'C'= % (DB).

Pd quefaalesareesesté

area(ABCD) = S(ABCD) = SA'B'C'D’)+SA'B'A)+S(D'C C)+S(B'C' B)+JA’'D'D) =
= SA'B C'D’)+ (U4) [S(ABD)+SCBD)]+(L/4)[S(ACB)+SACD)].

Si aras aillal’areadel paralelogram, jaesté e resultat que es volia provar:

SA'B CD’) = SABCD)- (/4) [S(ABD)+S(CBD)]+(L/4)[S(ACB)+ACD)] =
= S(ABCD)- (1/4) [S(ABCD)]- (1/4) [S(ABCD)] = ¥ (ABCD)
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A3.4. SOLUCIONS DELS EXERCICIS | DELS PROBLEMES DEL CAPITOL 4

Enunciat 7

Dibuixeu els desenvolupaments plans de I’ octaedre regular.

La feina de trobar tots els desenvolupaments plans de |’ octaedre no és gaire senzilla i pot comportar
una bona estona de reflexi6. Pot ser convenient investigar amb I'gjut de Creator (o d'algun materia
similar), ja que aixo facilita molt lareflexid. Es poden fer algunes deduccions prévies:

1. No hi ha d' haver més de quatre triangles en un veértex (a |’ octaedre tots els vertexs tenen
guatre triangles).

2. Sempre apareix una “tird’ de quatre triangles, com a minim. Es pot arribar a aguesta
conclusié des d'una perspectiva experimental: quan es posen tres triangles seguits i se
n’ afegeixen dos més, per forca, s obté una“tira’ de quatre triangles.

3. Amb “tires’ de set no surt cap octaedre.
Després es pot comencar pels desenvolupaments que contenen unatira de sisi actuar sistematicament

desplacant els atres dos triangles i descartant les figures simétriques. En surten sis de diferents: les
dues primeres files dibuixades.

A continuacio es consideren els desenvolupaments amb una tira de cinc. Es tracta ara d afegir tres
triangles més sense fer aparéixer tires de sistot i observant laregla 1. Només hi ha tres casos diferents
(cal descartar tots els casos simétrics). Aixo és latercerafiladel dibuix.

Findment, s’ han de considerar €ls desenvolupaments que només tenen tires de quatre i en surten només
dos de diferents: quartafiladel dibuix.

Tot plegat dona onze desenvolupament plans per al’ octaedre. EI mateix nombre que per al cub.

AN JAN VAN
JAVAVAVERWAVAVAVERVAVAVAVS
|V |V V

JAN /N VAN
AVAVAVERWAVAVAVERYAVAVAV
V V V
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A3.5. SOLUCIONS DELS EXERCICIS | DELS PROBLEMES DEL CAPITOL 5

En primer lloc es comenten els dos exercicis de I’ apartat 5.4.3.

Donades les figures 1 i 2 que podeu veure a continuacié: a) Quina superficie és més gran, la del
quadrat interior o la compresa entre € quadrat interior i €l quadrat exterior? (fig. 1); b) Quin rectangle
és de superficie més gran? (fig. 2)

FIGURA 1
A' D
A D
B C
B c

Si esfagirar 45° € quadrat ABCD es veu amb facilitat que les dues arees son iguals.
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FIGURA 2

Es tracen les dtures DM i BN. Aleshores és facil veure que els dos rectangles tenen la mateixa
area: area ABCD = 2 area CDA = area EACF.

2. Observeu les figures seglients: a primer cop d'ull les quatre peces en qué queden dividits e rectangle
i e quadrat son iguas; d atra banda, € rectangle conté 5x13 = 65 quadradets i e quadrat en conté
8x 8 =64. Que és e que passa? Potser aixd demostra que 64 = 65?

Es fa una suposicio oculta en considerar que x va 3, quan en redlitat es pot cacular pel
teoremade Taesi resultaque val 31 escaig.

Efectivament esté que x ésa 5, com 8 és a 13. Per tant, x = 40/13 = 3'0769...

El quadradet perdut es reparteix entre les quatre pecesi és dificil de detectar.

Es interessant constatar que els tres nombres amb qué es construeix I’enunciat, 5, 8 i 13,
formen part de la successio de Fibonacci i que es poden dissenyar situacions analogues amb

qualssevol tres termes consecutius d' aguesta successio. Aixi, per exemple, elstermes 8, 13 21
portarien al 169 =168, amb un quadrat de 13 per 13 pecesi un rectangle de 8 per 21 peces.
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Enunciat 8 (teorema de Cross)

Agafeu un triangle qualsevol T. Construiu un quadrat sobre cada costat i uniu-ne els vertexs lliures.
Obtindreu tres trianglesmés. T', T" i T". Demostreu que €ls quatre triangles tenen la mateixa area.

Es suficient veure, per exemple, que es té area ABC = area BDE, ja que €s altres casos son
andegs. Els dos triangles esmentats tenen, efectivament, la mateixa area, ja que tenen la

mateixa base (BD=BC per construccio) i la mateixa altura (ME = NA en ser iguas els triangles
MBF i NAB).

Enunciat 9

Proveu que I’ Unic triangle -sigui del tipus que sigui- amb €ls costats enters i tal que I’ area coincideix
amb e semiperimetre és d de costats 3, 41 5.

Si elscostatsson a, b i ci & semiperimetre és p, de laférmula d' Herd s obté I’ equaci 6

(p-a)-(p-b)-(p-0)=p

Siesposa x=p-a, y=p-b i z=p-c sobtenen les equacions seglients:
xtytz=p i xyz=p

Per tant:
Xyz = X+y+Z
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Equivaent a

+

+

1,1,1_4
yztxztyy =

Siesposa yz=u, XZ=V i Xxy=Ww, esté

cl-

+%+% =1 ambu, vi wnaturals.

S sesuposaque u< v<w S obtenen les fites seglients.

Slw
clw

<l<g=>w>3iu<3
A partir d'agqui es destrien sense dificultat tots els casos que porten al’ tinica soluci6:

a=3,b=4ic=5.

Enunciat 10

Només hi ha dos triangles pitagorics les arees dels quals coincideixin amb els seus perimetres.
Trobeu-los.

Es tracta novament d'un problema amb resolucié algebrica. Tot surt sense dificultats s
S aplica el teorema seglient referent a les ternes pitagoriques.

Si X, Y i z és unaterna pitagorica, existeixen un enter d i dos enters primers entre ellsu i v
tals que (excepte permutacid de X i y):

x=du*Vv?), y=2duv i z=dU+V)
Si es plantga I'equacio x+y+z = (xy)/2 i se substitueixen les expressions anteriors, es pot
smplificar i esvaaparar al’ equacio:

2 =dv-(u-v)
Les tniques solucions de la qual son:

X=6,y=8,z=10ix=5y=12,z=13.

El problema es pot resoldre també sense fer Us del teorema referent a les ternes pitagoriques.
Una resolucié interessant consisteix a considerar la circumferéncia inscrita. Es té € teorema

seguient:

1. Per aqualseval triangle: perimetre = area < € radi r de la circumferénciainscritaval 2.
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Efectivament, només cal descompondre € triangle en sis triangles rectangles com en € dibuix.

L’atura dels sis triangles rectangles és r i la suma de les seves bases és @ perimetre del
triangleinicial. Per tant, esté:

S=3‘+Tb+c.r=p.r=2p<:>r=2(onpésel semiperimetre)

Araes pot esbrinar quants triangles rectangles hi ha que tinguin circumferéncia inscrita de radi

2. Es pot posar € triangle sobre uns eixos de coordenades cartesianes per tal de facilitar els
calculs.

Eix vy
[0Lb

b-2
b-2

a-Z2
2
\ Eix x

2 a-2 (a.0]

]

Amb e programa Cabri es pot fer una investigacié experimental que deixa les coses prou
clares. Només cal agafar un punt sobre el semieix positiu d’ abscisses i tracar la recta tangent a
la circumferéncia de centre (2,2) i radi 2. En moure € punt s observen tots els triangles
rectangles que compleixen la condicié exigida. També és possible esbrinar experimentalment
quins d' aguests triangles tenen costats enters.
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Amb més precisio, esté e resultat seglient:
3. Va>4= 3bta qued triangle rectangle de catets a i b té circumferéncia inscrita de radi 2
Efectivament es pot calcular b en aplicar € teorema de Pitagores:

a’+b?=(a- 2+b- 2)* = a*+b*=((a+b)- 4)*=a*+b*+2ab+16- 8(a+b) =
= 0=ab+8- da- 4p > b=22-0

Findment també es poden estudiar €ls casos en que a i b sdn nombres entersi en qué a, b i
a’+b? formen, doncs, unaterna pitagorica.

Se sap que ha de ser a>4. Per tant, € primer valor possible da és a = 5. Aquest vaor
proporciona e vaor maxim de b (vegeu € dibuix):

4.5- 8
5-4

a=5=b= =12

A continuacié només cal estudiar €l's casos en que 4< b <12. Només surten les solucions a = 6
ib=8o0a=8ib=6.

Es conclou, doncs, que els tnics triangles rectangles de costats enters (ternes pitagoriques) que
tenen € perimetreigual al’areason elsdecatetsa=6ib=80a=5i b=12.

A3.6. SOLUCIONS DELS EXERCICIS | DELS PROBLEMES DEL CAPITOL 6

En primer lloc es comenten dos dels exercicis de geometria analiticaamb Cabri de I’ apartat 6.3.3.2.

3. Donada la circumferéncia d'equacié x* + y? + 6x -2y = 0, trobeu:

a) El centrei @ radi. Representeu-la.

b) L’ equaci6 de larectatangent pel punt (0,0).

¢) L'equaci6 d'una circumferencia concéntrica que sigui tangent alarecta x +y = 4.

d) Les interseccions d aguesta circumferéncia amb la circumferénciade centre A= (1,1) i radir = /2.

Estroben e centrei € radi readaptant |’ equacio x* + y* + 6x -2y = 0 ala seva forma canonica:
X+ Y +6X-2y=0 < (x+3)? -9+ (y-1)? -1 = 0= (x+3)* + (y-1)* =10
Araes poden reconéixer de forma explicitae centreC = (-3,1) i el radi R=/10 .

El dibuix amb Cabri és el seglent:
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=3x
AL N
(x+3P+b-1)= 3,15/*// ;\
g E E<- 17+ [y- 1P =102
// :
‘3.1
-
-
-
F
Ea
Fa
// Q
2
i y=-xt4
Ea
Fa
Fa
Fa
F
Fa
// p<+ 32+ [y-1)2= 4,24
-~
Fa

Larecta tangent demanada al’ apartat b és la perpendicular a radi en €l punt (0,0): y = 3x.

El radi de lacircumferéncia concéntricadel ¢ ésladistanciade punt (-3,1) alarectax+y = 4:

3+1-4|_ 6
r= =56 -3/
‘ 72 ‘ 7z 732

Per laqual cosala circumferencia demanada a c) és la seglient:
(x+3)? + (y-1)> =18
Les interseccions que es demanen a darrer apartat son les solucions del sistema:

(x+3)*+(y- 1)* =18

i
1 (x- D2+ (y- 17 =2

Aixo dénadspunts. P=(1,1+/2)i Q= (1,1-/2).

4. Lacircumferéncia C passa pels punts (1,1) i (-2, 4). Si sabem que €l seu centre és sobre larectar:
x+y = 4 determineu-ne I’ equacié. Representeu graficament la situacio.

S ds adumnes volen construir geométricament la solucio tindran aguna dificultat. El dibuix
amb Cabri permet fer una exploracio: poden agafar un punt P sobre la recta donada i tracar la
circumferencia de centre P que passa per A = (1,1); a continuacié poden desplacar P sobre la
recta fins que la circumferencia passi per B = (-2,4). Aquesta, pero, no és la solucio vertadera i
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construida del problema. Es tracta només d'una aproximacio, i s demanen a programa si C
passa per B s dira que no.

La solucié geometrica es pot obtenir tallant la mediatriu del segment AB amb la recta que conté
el centre.

&
mediatriu del
7 segment AB

x+ty-4=10

L’ equaci6 de lamediatriu del segment AB és x -y =-3.

El centre P dela circumferéncia demanada és, doncs, la solucié del sistema:

I x-y=-3
}x+y 4

Aix0 dona€ punt P=(0'5, 2'5).
El radi R delacircumferenciaC ésladistanciaentrePi AoentrePi B:

R=,/0,5"+2,5* = /6,5
Per tant, la circumferéncia soluci6 és lad’ equacio:

(x-0,5)%+ (y-3,5)% =6,5
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En segon lloc es comenten aguns dels problemes amb traduccié algébrica de I’ apartat 6.3.3.3. Es
tracta de problemes amb alguna dificultat per a I’alumnat i que demanen I’ is dels teoremes de Tales
(des de la perspectiva de la semblanca de triangles) i de Pitagores.

7. La base BC d'un triangle isdsceles mesura 42 cm i € costat AB, 35 cm. Trobeu les dturesi les
mitjanes del triangle.

B N M3 C

L’ altura AM; es troba sense cap dificultat:

AMz = [AC?- CM: = ,/35%- 212 =28cm

Pel que fa a les altres dues dtures CP = BQ, es poden calcular facilment aprofitant € fet que
I’area és un invariant:

BC-AM, _ 42.28 _ BA-PC
2 -2 72

42 .28

Area ABC = 5

< PC= =33,6cm

Les mitjanes CM; = BM, donen una mica més de feina. En primer lloc cal tracar la
perpendicular per M; alabasei € segment M, M.. El triangle A M; M, és semblant al triangle
ABC amb rad de semblanga ¥z per laqual cosaN M; = 14 cm. Ara es pot aplicar el teorema de
Pitagores a triangle C M;N:

CM;= [CN?+NM? = /31,5 +14° ~34,471cm

9. Sinscriu un triangle ABC  en una circumferencia de radi 5 de forma que AB és € costat del triangle
equilater inscrit i BC € de I'hexagon. Trobeu els angles A, B i C, classifiqueu € triangle i calculeu
I’area.

Un cop els aumnes tenen e dibuix fet, € problema no presenta gran dificultat. Hi ha la
tendéncia a dir que d triangle ABC és rectangle sense fer cap calcul ni cap comprovacio,
nomeés des d’ una perspectivavisud i intuitiva.
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Per tal de comprovar que efectivament es tracta d'un triangle rectangle, poden fer servir
resultats referents al’angle inscrit en una circumferencia (el valor de I’angle inscrit és la meitat
del’arc abastat):

A=BC =300 B = ACCA = o0 C= HLB =g

També és possible comprovar que ABC és rectangle calculant els tres costats i estudiant s
compleix € teorema de Pitagores:

AB=2/OB’- OM" =2 |5 - (%) =10§cm

(Shaaplicat € teorema de Pitagores a triangle rectangle OBM per calcular € costat
del triangle equilater inscrit.)

BC = codtat de|’hexagon = radi = 5cm
AC = dobledd radi =10 cm

| efectivament es té&

(AC)® = (BO)® + (AB)* < 107 =5+ [10§J
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14. Els costats d'un paral -lelogram mesuren 51 m i 24 m. La diagona petita és perpendicular a costat
menor. Calculeu:

a) Ladiagonal menor.

b) L'area del para-lelogram.

c) Ladistancia entre els costats mgjors.
d) Ladistancia entre els costats menors.

La clau del problema consisteix a fer un bon dibuix. Aix0 passa necessariament per tracar la
perpendicular al segment que es tria com a costat menor.

0 °

Ara s aplica el teorema de Pitagores a triangle rectangle ABC per tal de cacular la diagona
menor (que coincideix amb la distancia entre el's costats menors, que també es demana):

(AC)? = (AB)*- (AC)? = AC = ,/51%- 24> =45cm

L'areadel para-lelogram és:

Area ABCD = base - altura = DA - AC = 24 - 45 = 1080 cn?

L’ area també es pot cacular a partir del costat AB i aixd permet trobar facilment I'atura
demanada CM:

Area ABCD = base - altura = AB - CM = 1080 =51 - CM <> CM = % ~ 21 18 cm
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15. Les diagonals d'un trapezi rectangle mesuren 26 mi 30 m i lasevaaltura 24 m. Trobeu:

a) Lasevaarea.

b) Les longituds dels segments en que les diagonals queden dividides pel punt
dinterseccio.

Les bases del trapezi DC i AB es calculen sense dificultat en aplicar e teorema de Pitagores al's
triangles rectangles ADC i DAB, respectivament:

(DC)? = (AC)?*- (AD)? < DC= /26°- 24> =10cm
(AB)? = (DB)?- (AD)? < AB= /30?- 24 =18cm

L’ areadel trapezi és, doncs:

Area ABCD = % .24 = 336 C?

El calcul de les longituds dels segments en que les diagonals queden dividides pel punt
dinterseccié és més dificil. Cal emprar € teorema de Tales: ds triangles AMB i CDM son

semblants. Per tant, esté

AM _ 18 AM _ 18 _18-26 _ 117 _ : — a. AM
—CM——10<:>26_AM——10<:>AM— 8 -7 ~16,71cm i CM = 26-AM=9,29 cm
BM _18  _BM _18 -18-30 _ 135 _ i = 30-BM~

DM_10<:>30—BM_10<:>BM_ 8 - 7 ~19,29 cmi DM = 30-BM=~10,71 cm
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Per acabar es resolen els tres problemes proposats a final del capitol.

Enunciat 11 (&l punt de Fermat)

Sobre els costats d'un triangle qualsevol T construim tres triangles equilaters. Si unim els vertexs lliures
d'aquests triangles amb s vertexs oposats del triangle inicial, obtenim tres segments iguas que es
tallen en un Unic punt. Aquest és el punt de Fermat.

La iguatat dels segments AA', BB’ i CC' és facil de comprovar ja que, per exemple, €s
triangles ABB’ i ACC’ son iguals (cd tenir en compte quins son els angles en A).

CI

A

D’dtra banda, la coincidéncia dels tres segments AA', BB' i CC' en & punt de Fermat F no
resulta tan senzilla de provar: F pertany ales circumferencies circumscrites als triangles CBA',
ABC' i CAB', jaque des de F es veuen ds segments CB, AB i CA sota angles de 120° en tots s
casos (tots els angles que hi ha en F sdn de 60°). Aixi, F pertany als tres eixos radicals
d'aquestes circumferenciesi és e seu punt d'interseccio.

Enunciat 12 (teorema de Napoled)

Es diu que Napoleb Bonaparte, tot fent dibuixos sobre €l terra, va descobrir un teorema. Va dibuixar
un triangle i, sobre cada costat, un triangle equilater. Després va unir € centre dels tres triangles
equilaters. Segons el sempre sobté un nou triangle equilater. Investigueu-ho.

El teorema de Napoled no té una demostracié elemental. Es pot fer una demostracio
trigonometrica fent Us del teorema del cosinus tot i que, com es veura, resulta una mica
embolicada. Aquest és € dibuix de la situacio:
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Bll

All

,4?0
!A

Considerem € triangle AB'C i hi apliqguem e teoremadel cosinus per tal de calcular lalongitud
del segment A'B’. Cadl tenir en compte que I’angle en & vertex C d'aquest triangle és, per
construccié, C +60°, on C és1’angle en C del triangle original ABC:

(AB)? = (CA)?+(CB)?- 2CA - CB - cos(C + 60°) (relaci6 1)

D’dtra banda, en d triangle equilater CAB’’ és facil calcular CB’' en funci6 de b aplicant €
teorema de Pitagores al triangle rectangle CMB’ (a = BC, b = AC i ¢ = AB sbn €ls costats del

triangleinicial).
BII
b
BI
M A

Andogament, es pot obtenir CA’ en funcio d’a treballant amb el triangle equilater CBA':

CA = a@

S obté aixi: CB = b@
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A continuacié se substitueixen els dos calculs alarelacié 1 i es desenvolupa € cosinus de la
suma que hi apareix:

(A’B)Z—[ é_J [ é_J ( J [%J.(COSCCOSGOO'SinCSinGOO)Z
=% % %b( @% -né-%):%zJ,%_abcgsC absmC /_)(2)

Finalment s aplica e teorema del cosinus a triangle original ABC per tal d'aillar abcosC i es
té en compte que I’ &rea Sdel triangle ABC és absinC:

a’+b?- ¢?
2

c’=a+b?- 2abcosC < aboosC =
absinC =2S
Substituint a2 s obté;

my_@a b ar+b-c, 25/3 _ar+pr+ct, 25/3
(AB)_3+3_ 6 3 6 + 3

Com que aguesta expressié éssimétricaen a, bi ¢, espot concloureque A’B' = B'C' = C'A'.

També és possible fer una demostracié sense emprar arguments de trigonometria. En primer
[loc es prova que les circumferéncies circumscrites als triangles equilaters es tallen en un punt
(defet estractadel punt de Fermat del problema anterior).
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Sigui M € punt d'interseccio de les circumferencies C1 i C2 (a banda d'A). Només cal provar
gue C3 passa també per M. Efectivament es té;

AMC = CMB = 120° (jaque es tracta d’ angles inscrits que abasten arcs de 240°)
Per tant, estindratambé:
BMA = 120°

Aleshores, com que AC'B = 60°, & quadrilater MAC''B és inscriptible i C3 també ha de passar
per M.

Arajaes pot provar @ teorema. Només cal demostrar que €els tres angles del triangle A'B’'C’
son de 60°. Per al’angleen A’, per exemple, es considera el quadrilater APMQ i esté

APM = AQM = 90° (jaque e segment que uneix els centres de les circumferéncies C1i C2
és perpendicular al’eix radical i també passa el mateix amb C2i C3)

PMQ = CMB = 120° (angle inscrit que abasta un arc de 240°)

A= PAQ=360"- 120°- 90° - 90° = 60°

En definitiva s ha provat que el triangle A'B'C’ és equilater.

186



Enunciat 13 (un problema de geometria analitica)

Resoleu i comenteu la versié geométrica del problema seglient amb |'gjut del programa Cabri. Per a
quinsvalorsd'a € sistema

X2 _y2 :0

i
P x-a) 4y =1

té 0,1, 2,3, 4,5 solucions reds diferents?

La vers6 geométrica del problema és més entenedora que la versié agéebrica: es tracta
d estudiar les interseccions del parell de rectes (x+y)-(x-y) = 0 amb la circumferéncia de centre
(@,0)iradi 1.

Des dd punt de vista dels continguts és un problema que poden fer els aumnes de batxillerat
de ciencies, tanmateix, € cert és que els resulta forca complicat.

L’Us del programa Cabri Il pot gudar molt a visualitzar la resolucié. Les figures seglents
illustren les possibles posicions relatives de la circumferenciai del parell de rectes.

Situaci6 1: lacircumferéencia no tallales rectes.

El sistematé zero solucions si, i només si:

d((a,0) , rectax-y =0) = >le(@> J2 o a<-.2)

_a
J2
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Situaci6 2: la circumferéncia és tangent a les rectes.

El sistematé dues solucions s, i només si:

d((a,0) , rectax-y =0) = =lea=+,/2

_a_
J2

Situaci6 3: la circumferéncia passa per |’ origen de coordenades.

El sistema té tres solucions s, i només s, la circumferéncia (x-a)* + y* = 1 passa per I'origen
de coordenades < a° = 1  a=+1
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Situaci6 4: lacircumferénciatalla el parell de rectes en quatre punts.

El sstematé quatre solucions s, i només si:

i

J2
o(-J/2<a< J2)ias+l

d((a,0), rectax-y=0) = < lilacircumferénciano passa per (0,0)

El sistema no té cinc o més solucions en cap cas.

A3.7. RESOLUCIONS DELS EXERCICIS | DELS PROBLEMES DE L’ANNEX 1

1. Traceu, fent Us del programa Cabri-Géométre:
i) Larectatangent aunacircumferénciaper un punt de la circumferéncia
i) Les rectes tangents a una circumferéncia per un punt exterior.

iil) Les rectes tangents comunes a dues circumferencies.

El primer apartat és molt senzill: estracala perpendicular a radi en € punt de tangéncia.

Pel que faa segon apartat, es té

1. Es troba e punt mitjia M del segment que uneix € punt exterior P amb € centre de la
circumferencia O i estragalacircumferencia de centre M i radi MP.
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2. Laintersecci6 d aguesta circumferéncia amb la circumferéncia donada proporciona €ls punts de
tangencia T1i T2.

Finalment, es resol € tercer apartat:

a) Tangents exteriors

1. Es construeix la circumferencia C3 de radi R-r i centre O (R i r son els radis respectius de
C1i C2). Aixo es pot fer, per exemple, amb lainstruccié compas del programa.

2. Estracen les rectes tangents ala circumferencia C3 des del punt O'.
3. Estracalarecta que suporta el radi OT i estrobad punt detangenciaT.

4. Estracalarectatangent sque éslapard-lddaaO' T per T.
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b) Tangentsinteriors

Cc3
,a-'"_'__ _______ e
- -
ff! REs
i -
E -
- e
7 .
2 B
¢
. ST
i .
%, 5
. .
% .
' ; "
c? ! 1
1
i r 5 1
l
DI M |

1. Es construeix la circumferéncia C3 de radi R+r i centre O (Ri r son €els radis respectius de
C1i C2). Aixo es pot fer, per exemple, amb lainstruccié compas del programa.

2. Estragalarectatangent alacircumferéncia C3 des del punt O'.
3. Estracael radi OT' i estrobael punt detangenciaT.
4. Estracalarectatangent sque éslapard-lddaaO' T per T.

2. Congtruiu un triangle ABC i considereu un punt qualsevol del pla P. Siguin P,  smétric de P
respecte del punt A, P, € simétric de P; respecte del punt B i P; € simétric de P, respecte del punt C.
Moveu e punt P. Qué es pot dir de la figura quan P; i P coincideixen? Construiu € punt mitja | del
segment PPs. Qué es pot dir d'aquest punt quan P; es mou? Doneu una explicacio raonada (aquest
exercici esta extret de CAPPONI, B. i LABORDE, C. Cabri-Classe. Argenteuil: Editions Archimede,

Amb e programa Cabri es pot fer un estudi experimental del problema. No és dificil constatar
gue € punt | roman invariable en moure P i que aquest punt | forma un paral -lelogram amb A,
BiC.
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Si amb € punter es mou € punt P o els vértexs del triangle per aconseguir que P i Ps
coincideixin, també és facil constatar que en aquest cas P forma un paral-lelogram amb A, B i
C.

P3

Una altra cosa és demostrar aquestes conjectures. Probablement aixd queda fora de I’ abast de
lamajoriade I’alumnat de secundaria.

Es pot obtenir una demostracio relativament smple d’ aquests resultats amb instruments de
geometria analitica. Es posa I'eix OX d'abscisses sobre € costat AB de tal manera que
A=(0,0) i B=(1,0) (amb Cabri es pot emprar la instrucci6 nous eixos per ta
d aconseguir-ho). Aleshores es té:
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ﬂ-y_\‘.!,-

P

A=(0,0); B=(1,0); C=(c1,c) i P=(xy). Es poden cacular les coordenades de tots els altres
punts sense dificultat:
Pr=(-x-y)

Y® Ya Y/M®
P,=B+P,B=(1,0) + (1 +X,Y)= (2+xy)

YR 222 ¥Y2%%®
P;=C+P,C=(c,C,)+(C.- 2- X,C,- Y) = (2C1 -2-X, 2C; -Y)

X+2C,- 2- X Yy+2c,-y
I:( 2 y 2 ]=(C1_11C2)

, , ® W NI B B BB
Aranomes cal comprovar que esté Al =BC=(c,- 1,c,) i AB=1C=(1,0). Aixo prova que |

forma sempre un paral -lelogram juntament amb A, Bi C.
D’dtrabandas P = P;, estindr&:
X=2C-2-X | Yy=2C-y
Amb laqual cosaesconclou P = (c:-1,¢) = 1.
La demostracié amb arguments de geometria sintética és més elegant, tot i que que no resulta

massa intuitiva. La clau de laresolucié passa per tracar les diagonals del quadrilater PP1P2P3
i “veure” un seguit de triangles semblants.

»n &
Per demostrar que AB = IC es consideren els triangles ABP1 i PP2P1 (en ser A i B és punts

mitjans dels segments PP1 i P2P1, ?/respect%amg/wt es tracta de triangles semblants amb rad de
semblanca 2). Esté, doncs: 2AB =PP2i 2IC = PP2; per tant, es conclou que AB = |C.
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® W
Analogament es demostra que Al = BC a partir de la semblanca dels triangles BCP2 i P1P3P2,
d’'unabanda, i AIP i P1P3P, del’atra

La demostracio es pot relacionar també amb I’anomenat teorema de Varignon (que apareix
com a problema al capitol 3 i que esta solucionat a A3.3). Efectivament, es pot considerar €
quadrilater PP,P.P; els punts mitjans dels costats del qual son precisament A, B, Ci | (la
primera figura que acompanya agquesta resolucio il-lustra la situacié). El teorema assegura que
ABCI és un paral-lelogram i demostra, doncs, les conjectures formul ades.

3. Construiu una rosassa andloga a la presentada a I'exemple 3 de I'apartat A.1.5.2 a partir de
I’estrella de sis puntes.

Aquesta construcci6 no presenta grans dificultats. Es poden seguir e€ls passos segients.

1. Es parteix d'una circumferencia C i s'hi pren un punt a sobre P. Es traca I'hexagon regular
inscrit i I'estrella de sis puntes. A continuacid convé redefinir-la amb lainstruccié poligon.

2. Es defineix una macro que, donada una circumferénciai un punt sobre ella, traci |'estrella de
Sis puntes inscrita: els objectes inicials son la circumferéncia i € punt, i I’objecte fina és
I’ estrella de sis puntes inscrita.

3. Després es traga la circumferéncia inscrita a l'estrella, s'hi pren un punt a sobre i s'aplicala
macro. Es repeteix €l procés.
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4. Per tragar les estrelles petites cal trobar I'incentre dels triangles que defineixen els costats de
I'estrellai les rectes tangents a la circumferéncia C, tracar la circumferéncia inscrita en aquests
trianglesi aplicar la macro novament.

5. Amb lainstruccié animacié miltiple del programa es poden posar molles a punts etiquetats
i alacircumferéncia C. Quan es prem retorn s observa l'animacio.

4. Congtruiu e poligon regular inscrit de 15 costats a partir d’ aquestes dues indicacions:

A . B_1

375715
b) A partir dels métodes que permeten inscriure € triangle equilater i € pentagon i de
I"indicaci6 anterior, deduiu un métode per inscriure e poligon regular de 15 costats.

a) Trobeu dos nombres enters A i B tals que

Si es multiplica I’equacio % +% = %5 per 15 s obté I'equaci6 diofantica 5A + 3B = 1,

equivalent al’equacio A = 1—538 Interessalasoluci6 B=-3i A=2;
% - % = 1—15 < per dividir la circumferéncia en 15 parts iguals es prenen dues de les
on

divisonsen tres partsigualsi es resten tres de les divisions en cinc partsiguals.

El dibuix és e seglent:
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INSCRIPCIO DEL 15-GOM

(213 (35)=(1/15)

El costat del 15-gan regular
inscrit s el segment PAT3
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APENDIX". GEOMETRIA TALLANT | DOBLEGANT PAPER I

En aguest apéndix es comenca analitzant els diferents formats dels fulls de paper des del punt de vista
geométric; tot seguit saborda € problema de dividir un full de paper en un nombre qualsevol de
rectangles iguals i, per acabar, sexplica la manera de construir alguns poligons regulars doblegant i
tallant un full.

1. EL FORMAT DIN

Sanomena format d'un full e quocient entre la sevallargariai la seva amplaria. El format determina la
"forma’ del paper. Si aquest format és 1, € full de paper és un quadrat i com més lluny esta d'aquest
valor més "allargat" resulta.

Al llarg de la historiai en €ls diferents paisos sha fet Us de formats molt diversos (sempre més petits
que 2). En l'actualitat, perd, sha generalitzat atot € mon (llevat dels Estats Units) I'anomenat format
DIN i més concretament €l format DIN A.

La conveniéncia d'adoptar un format Unic prové del fet que, abans d'universalitzar-se € format DIN,
cada pais tenia un munt de formats. A Alemanya, per exemple, nhi havia 31, a Bégica 18, a Franca
16, aHolanda 21, a Anglaterra 26 i a Espanya 6.

Les dimensions dels fulls que sutilitzen per escriure (DIN A4) son 297 x 210 mm i, per tant, € format

DIN resulta ser %—% ~1,4142, que és aproximadament /2 . L'deccié d'aguest format no és, com tot

Seguit es veura, casual ni gratuit. Aquestes son les dimensions del fulls DIN A:

DIN mm

AO 1189x841
Al 841x594
A2 594x420
A3 420x297
A4 297x210
A5 210x148
A6 148x105

A7 105x74
A8 74x52
A9 52x37

Si sobserva lataula anterior es veu que cada DIN es pot obtenir en tallar I'anterior just per lameitat de
la seva llargaria. No cal pensar gaire per notar I'estalvi que aix0 representa en maguinaria només sha
de fabricar un tipus de paper (e DIN AQ); € altres sobtenen dividint I'anterior per la meitat (Fig. 1 i
2).

(*) L’ autor d' aguest apéndix és Antoni Cuenca Saez
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Fig. 1

Lameitat d'un DIN conserva el format de I'original

DIN AD

DIN Ab
DIN AG

DIN A3

DIN A4

DIN A1

DIN A2

Fig. 2

Lesdimensionsdel DIN AO shan triat de manera que la seva superficie sigui aproximadament 1 né. La
norma DIN B conserva els formats DIN amb |'Gnica diferéncia que es parteix d'un full (DIN BO) que té
el costat petit d'1 m de longitud (i per tant & gran d'1,414 m), en lloc de partir d'un full d'1 n?.

A continuacio, es prova que @ format DIN és1'anic que compleix la propietat de " clonar-se' quan
esparteix per la meitat (vegeu laFig. 3).
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C E
Fig. 3

Al rectangle de la figura se suposa queAC—l i que AD éslameitat de AB. Sigui x la longitud de AB (x
sera doncs e format del full, perque ﬁg “ =X). S € rectangle petit conserva @ format del gran,
[lavors sha de tenir:

AB _ AC X _ 2
AC AD&sadlr —Xlzquelmpllcax 2 i, per tant, x=./2.

Hi ha una altra manera de clonar els DIN (vegeu laFig. 4).

Fig. 4

El rectangle gran de la Fig. 4 és un DIN. Sha de comencar per suprimir € quadrat més gran que conté
(en gris clar). Eliminem després, del rectangle que ha quedat, una altra vegada € quadrat més gran (en
gris fosc); @ rectangle que resta (en blanc) té format DIN. Més tard es prova per que, pero, podrieu

demostrar-ho ara?

Hi ha una manera d'obtenir dos clons diferentsd'un full de paper rectangular de format qualsevol
tallant-loi tornant-lo a enganxar. Mireu les figures seglients:

199



Original e

Fig. ba Fig. 5b

Estala € rectangle per la diagonal i, després, cada triangle rectangle resultant per |'altura corresponent
alahipotenusa (Fig. 5a). Si senganxen les parelles de triangles iguals per la hipotenusa, sobtenen dos
rectangles diferents perd del mateix format que l'original (Fig. 5b). Es un senzill exercici veure que aixo
és cert. Podrieu provar-ho? (Nota: tots els triangles que hi intervenen son semblants).

Si sitera la construccid anterior, sobté una elegant pavimentacié del pla amb tres grandaries de
rectangles del mateix format (Fig. 6).

Fig. 6

2. EL FORMAT AURI

Hi ha un altre format de paper que, tot i que no és usual com a paper d'escriure, és freqiient en material
grafic divers. estractadel format auri.
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. - ., +1 .
Sanomena nombre auri (0 nombre d'or o divina proporci6 o...) € nombre ¢ = \/32 ~1,6181i (és

clar!) es diu que un full té format auri s té aguest nombre com aformat. Aquest és e seu aspecte (Fig.
7).

Fig. 7

L'Gs del format auri no esta motivat per causes d'ordre practic com € DIN, siné per raons estrictament
estétiques. El nombre ¢ ha estat emprat a l'art des de I'antiguitat classica i es presenta molt sovint ala
natura. Shan fet enquestes que semblen provar que és el format rectangular més plaent ala vista.

Com ja sha dit, és rarament utilitzat com a format de paper d'escriure; @ seu Us, pero, esta bastant
estés en material jaimprés: targetes de visita i de crédit, targetes postals, segells... Els cassets d'audio
també tenen aguest format i e DNI, paradoxament, no té format DIN sind format auri.

Alguns llibres (pocs) Sediten en aguest format (generament en edicions de luxe). Nogensmenys,
freglientment, s'adopta aquest format per ala"taca' o cos (la part de la pagina ocupada pel text).
Aixi és com es construeix un FFA (full amb format auri) a partir d'un quadrat de paper (Fig. 8).

A | F B

e e e D D BT I D T B D R o B

Fig. 8

201



Es comenga amb el quadrat ABCD i es parteix per lameitat segons FG. Es doblega per FD i es porta A
sobre FD per obtenir H. Ara es porta H sobre AD per obtenir |. El rectangle 1JCD és auri.

_ V5 . V5 -1 .
En efecte: s esfaAB = 1 llavors AD = 1+% =75 i, pertant, DH=1ID = 52 .Larab entre els
4 1J 1 2 J5 +1
costats del rectangle 1JCD és, doncs, 1~ = = = .
0 ST 51 51 2
2

Abans sha explicat com obtenir un "clon" d'un DIN en suprimir dos quadrats i sha dit que més tard
sexplicaria per que funcionava. De fet, a continuacio, es veu bastant més. elsformats DIN i auri es
clonen per supressié de dos quadratsi, de fet, sdn els unics formats que espoden clonar aixi.

Observeu lafigura 9:

Fig. 9

Sigui AB=ai AD = 1. Llavors, DE= DC-EC=a- 1=AGiAF=AD-FD=1- (a- 1)=2- a Ara,
s se suposa que € rectangle ABCD té la propietat de clonar-se s seliminen dos quadrats, hi ha dues
possibilitats:

a) AF/AG =a o0 b) AG/AF= a. En € primer cas es tindra % —a=a?=2=a=,2 isobtéd
. , +1. .
DINiend segoncasesté a?- a- 1=0 = a= ﬁz i Sobté I'FFA.

En el casdel DIN larelacié entre els costats del rectangle origina i € clon és

1 1
— = =/2 +1=a+1
a-1 /2-1
i end casde'FFA és
2-a \/§+1 2

202



Procés d'éiminar dos quadrats

DIN FFA

3. LA DIVISIO D'UN FULL EN RECTANGLES IGUALS

Estrivial dividir un rectangle de paper de qualsevol format en dos rectangles iguals. Es pot preguntar: i
en un nombre qualsevol de rectangles iguals? Bé, no és tan facil perd es pot fer. Heus aci d
procediment: " Si, a la Fig. 10, € plec a divideix € full en n parts, llavors € plec b € divideix en
n+1 plecsiguals’

Fig. 10

Aquest fet permet passar de n divisions an+1 i reciprocament (aix0 és un procés de recurrencia).

Abans de veure per que funciona aquest procediment es presenten dos exemples:
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1) Pasde 4 rectangles a 5 rectangles

2) Pasde8rectanglesa 7

A continuaci6 sexplica per qué funciona aguest procediment (Fig.11).
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Sigui TU =1i UV =a, com sempre. Si se suposaque US= %, estractade veure que UQ =

Fig. 11

PR _UQ

triangles PQU i RSU sbn semblantsi, per tant, 1 - a
n

tant,

Hi ha un procediment alternatiu per dividir un DIN en tres partsiguals (Fig. 12).

PQ

1

uQ

a ’

A

igualant sobté n- UQ =a- UQi, per tant, UQ =

E

a
n+1-

B

Fig. 12

a
n+1°

Els

. També ho son dstriangles TUV i PQV, per

El procediment és & seglient: 1) Doblegar per la diagonal AC. 2) Doblegar pel vertex B de formaque

doblec sigui perpendicular a AC. 3) Doblegar per EG (perpendicular a DC) passant per F.

Araes pot veure per qué GC ésunter¢c de DC:
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EstéqueCD = J/2i AD =11, s Saplica e teorema de Pitagores, sobté que AC = ./3. Els triangles

ADC i BFC s6n semblants i, per tant, F_1C = % és adir, FC= g Ara bé, €els triangles FGC i
3

ADC també son semblants la qual cosa implica que 3 = % és a dir V3 - _3 i finament
J2 /2 _GC

Per dur a terme la construcci6 anterior sha de doblegar € full DIN per la diagonal. Es comprova que
aixo és una mica dificil de fer. Hi ha una manera de fer aquest doblec "sense fer-lo", com tot seguit
sexplica (es pot trobar la prova al final de I'apéndix).

El procediment consisteix a dividir la part llarga del full en quatre parts, doblegant-lo dos cops per la
meitat i, després, fer coincidir la part superior del paper amb e punt que marca la divisié en quatre de
lapart inferior tal com sindicaalafigura13. El full queda doblegat per la diagonal.

Fig. 13
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4. PAPIROFLEXIA | POLIGONS REGULARS

Es ben senzill obtenir un quadrat a partir d'un full qualsevol de paper:

A B A_E

S es porta € vertex B ala part inferior del paper, es doblega per EC i sdlimina € rectangle AEFD,
sobté un quadrat.
També ésfacil d'obtenir un triangle equilater:

Cal aconseguir primer € quadrat PQRS, dividir-lo per lameitat per mi doblegar per Sd costat PSfins
que P toqui maT. STR és, evidentment, un triangle equilater.

Tampoc resulta gens dificil I'hexagon regular. Préviament, per0, es necessita el que es papiroflexofils
denominen una base, en aguest cas un full de format /3. A continuacié sexposa la manera de
construir-lo:

1) Es convenient comencar amb un DIN A3, perqué si no quedara un hexagon massa petit.

2) Shade dividir € full en quatre parts doblegant-lo (sense trencar-10).
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Ara, cada un dels rectangles és un DIN A5. Si es pren com a unitat e costat petit d'un d'aquests
rectangles, llavors el costat gran amida /2 .

3) Després es doblega per AB i es porta aquesta longitud sobre € plec central per obtenir AC. El nou
rectangle és la "base" desitjada, ja que, com abans sha vist, aplicant e teorema de Pitagores, la seva
longitud és /3.

-

.
-
m I~

4) Esretalla aquestabase i es divideix en 16 rectangles doblegant després com es veu agui a sota:
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L'hexagon ombrejat és regular. Efectivament: de la manera que sha pres la unitat, les dimensions de
cada un dels petits rectangles son:

1i4

(arrel de 304

i per les longituds dels costats de I'hexagon es té& verticals =2x+ = L i inclinats = aplicant Pitagores
4 2

2
2
= (%) J{@] =%i,pertant,|'hexégonésregular.

Aixi com e paper de format /3 sadiu amb la construccié d'un hexagon regular, el format auri és
especialment adequat per construir e pentagon regular (ja sha explicat abans (Ap. 2) com construir
aquest format a partir d'un quadrat). La construccio del pentagon parteix, doncs, del format auri com a
base. Sha d'advertir, perd, que aquesta construccio és bastant complexa tant des del punt de vista
matemétic com des del punt de vista de manipulacio del paper (alguns doblecs costen de fer). Es
recomanable comencar amb un paper bastant gran per minimitzar les dificultats de manipulacio.

J5-1

La construccio es basa en € fet que € cosinus de 72° és 7 Es tracta de construir €l triangle SUS
de la figura segient:

Vegeu lafigura segiient (Fig. 14).

209



!

] P E L A A A

1 SI
Fig. 14

Es comenca dividint I'FFA en quatre parts per PP' i QQ'. Cal doblegar pel vertex A i portar € punt P
sobre la base per obtenir e punt S. Aleshores, doblegant per QQ' sobté e smétric S. Ca observar
J5+1 1_J5-1

gue Q' = AQ'- AP = 2 >4 S es doblega ara per S perpendicularment a la base,

sobté T. Doblegant novament per S, es porta T sobre QQ' per obtenir U. Ca adonar-se que SU = 11,

per tant,cos(USQ') = ‘/§4 i USQ' =72 A continuacio, es fa coincidir S amb U per obtenir €

doblec m. Finalment, cal doblegar per US per portar US a UV. Els U, Vi S sin ds vertexs dun
pentagon regular. Els atres sobtenen per simetria axial respecte de QQ'.

Shavia deixat per a find la demostracié que "es pot doblegar per la diagonal un DIN sense
doblegar-10" (apartat 3). Cal considerar laFig. 15.

A B
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Els triangles rectangles DFG i BCD s6n iguals perque tenen els angles iguals i un catet igual (GF =
=BC= 1), per tant, GD = BD = xi CD = /2 - x. Aplicant & teorema de Pitagores al triangle BCD
sobté

X2=1+(J/2 - X)2=3- 2/2x+x%2queddéna 2/2x=3 i, pertant,x=¥.
Finament, CD = /2 - x=g.
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